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PREFAZIONE 



Ux nuovo trattato sulla teoria delle funzioni automorfe 
può sembrare audace impresa dopo la classica opera 
di Klein e Fricke, la quale, partendo dalla teoria 
dell'icosaedro, dà un'esposizione completa della teoria delle 
funzioni modulari ellittiche, dei gruppi projettivi discontinui 
e delle funzioni automorfe di una sola variabile. Mi affretto 
quindi a dichiarare che il piano del presente libro si di- 
scosta completamente da quello che informa quell'opera; 
onde oserei dire che, pure avendo qualche punto di contatto, 
il trattato di Klein e Fricke ed il presente si integrano 
piuttosto che escludersi. 

Mentre infatti i due illustri analisti germanici studiano 
nei minimi particolari la teoria delle funzioni automorfe di 
una sola variabile, nel presente volume ho cercato di dare 
uno sguardo d'insieme alla teoria dei gruppi discontinui e 
delle funzioni automorfe in un numero qualunque di varia- 
bili, e di porre in luce sia i risultati principali fin qui con- 
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seguiti, sia i problemi che ancora aspettano una risoluzione. 
Ho quindi cercato di esporre i tratti fondamentali ed essen- 
ziali delle singole teorie, e di mostrare i legami che le uni- 
scono alle altre parti dell' analisi moderna, senza entrare nei 
minuti particolari di esse. E perciò teoremi, e qualche volta 
intere teorie ho taciuto oppure ho soltanto accennato, poiché 
mi parvero non essenziali al mio scopo; qualche risultato, 
che mi pare nuovo, ho aggiunto talvolta, quando mi sembrò 
utile allo svolgimento generale. Cosicché la lettura di que- 
sto libro non dispensa affatto dalla lettura e dallo studio delle 
memorie originali, ma spero possa servire ad esse utilmente 
di coordinamento e di introduzione. 

Ho cercato sempre di rivedere e di completare nel modo 
più accurato tanto l'enunciato che la dimostrazione dei sin- 
goli teoremi, e di raggiungere il massimo rigore e la mas- 
sima chiarezza; ciò che mi ha indotto a dare di molti teo- 
remi un enunciato meno ampio di quello abituale, perchè mi 
parve che così soltanto si raggiungesse il doveroso rigore. 
E se talvolta non avrò raggiunto lo scopo, il lettore voglia 
scusarmi, pensando alla grande mole e molteplicità di ri- 
cerche che si trovano qui la prima volta sviluppate e coor- 
dinate in un libro. 

Nel lavoro di critica, nelle successive correzioni del ma- 
noscritto e delle bozze mi furono del massimo aiuto le acute 
ed importanti osservazioni dell'amico Dott. Eugenio Elia Levi. 
A lui debbo pure molti miglioramenti essenziali e molti con- 
sigli preziosi per l'ordinamento generale del libro e per la 
esposizione dei singoli paragrafi. Mi é grato quindi espri- 
mergli pubblicamcMite la mia più affettuosa riconoscenza. 
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Mi sono sforzato di rendere la lettura del presente trat- 
tato accessibile anche a coloro, che si avviano per la prima 
volta a studii di analisi, procurando di supporre note al let- 
tore la minor quantità possibile di cognizioni. Così non ho 
mai accennato alla teoria di Galois delle equazioni alge- 
briche e alla moderna teoria delle equazioni differenziali 
lineari alle derivate ordinarie: ciò che ha necessariamente 
portato qualche lacuna (che credo di poco momento) in qual- 
che capitolo di questo libro. 

Tuttavia in qualche punto è mi sembrato necessario non 
tralasciare qualche ricerca speciale e qualche teorema, che 
pure richiedeva cognizioni più particolari : ebbi cura di in- 
serirli in carattere piccolo: essi possono essere ommessi in 
una prima lettura, senza danno per T intelligenza dei seguenti 
paragrafi. 

Ho dovuto però necessariamente supporre noti al lettore 
il linguaggio iperspaziale, i fondamenti della teoria delle fun- 
zioni di variaibile complessa, e delle funzioni su una super- 
ficie di RiEMANN, e in particolare quindi i teoremi di esistenza 
per il problema di Dirichlet, e per gli integrali abeliani 
su una data superficie di Riemann. 

Per quanto riguarda queste teorie, il lettore si può ri- 
ferire alla Introduzione alla Geometria Proiettiva degli i- 
perspazii del Prof. E. Bertini, alle Lezioni sulla teoria 
delle funzioni di variabile complessa e delle funzioni ellit- 
tiche del Prof. L. Bianchi, al Traité d'Analyse del Picard, 
alle Vorlesangen iiher Riemann 'sche Theorie der Abelschen 
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Integrale del Neumann. Quando ho dovuto usare qualche 
teorema relativo a una delle teorie o dei problemi qui ri- 
cordati, che sia meno universalmente conosciuto, ho indicato 
volta a volta in nota a pie dì pagina in quale dei tre ultimi 
trattati citati sopra il lettore può trovarne la dimostrazione. 



* 



Nella prima parte del libro ho raccolto brevemente quelle 
teorie sussidiarie, che servono di utile strumento per lo studio 
dei gruppi discontinui e delle funzioni automorfe: le pro- 
prietà fondamentali dei gruppi, la teoria delle metriche, e 
in particolare delle metriche a curvatura costante ed Her- 
mitiane. Naturalmente mi sono limitato a quanto è stret- 
tamente indispensabile alla intelligenza delle altre parti del 
libro; ne qui sarebbero stati opportuni maggiori sviluppi. 
Queste teorie così fondamentali per V analisi odierna hanno 
già ricevuto numerose esposizioni sistematiche: a me basti 
citare qui i trattati del Prof. L. Bianchi sulla geometria 
differenziale, sulla teoria delle sostituzioni, e sulla teoria dei 
gruppi continui. 

La seconda parte del trattato è dedicata alla teoria dei 
gruppi discontinui. Nei primi paragrafi pongo la definizione 
di gruppi propriamente discontinui, deducendola nel modo 
più spontaneo dall'esame di alcuni problemi fondamentali. 
Si presentano allora le due questioni di riconoscere quando 
un gruppo è, o non è propriamente discontinuo, e di costruire 
i campi fondamentali per un gruppo propriamente discontinuo. 
A queste questioni sono dedicati i capitoli che seguono. Le 
applicazioni aritmetiche di tali gruppi, e la teoria dei gruppi 
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proiettivi su una sola variabile chiudono questa seconda parte 
del trattato. 

La terza parte si occupa delle applicazioni della teoria 
dei gruppi discontinui alla teoria delle funzioni; in altri 
termini essa si occupa della teoria delle funzioni automorfe. 
Dimostrati i relativi teoremi di esistenza, studia le proprietà 
fondamentali di tali funzioni, le relazioni algebriche tra le 
funzioni automorfe di una sola variabile, corrispondenti a 
gruppi distinti, il teorema di diramazione, la generalizzazione 
alle funzioni automorfe dei teoremi di Weierstrass per le 
funzioni più volte periodiche, e infine si occupa delle appli- 
cazioni di queste funzioni al problema della uniformizzazione 
delle funzioni polidrome. 

Nell'appendice ho trattato delle funzioni modulari in ge- 
nerale; e, in due osservazioni, che seguono, ho completato 
alcuni paragrafi del testo; una di esse perfeziona lo studio 
della discontinuità propria dei gruppi kleiniani, fatta al § 30; 
l'altra, dovuta al Dott. Levi, completa in un punto essenziale 
la teoria delle funzioni zetaantomorfe e zetacremoniane di 
una sola variabile. 

Non ho esposto completamente ne la teoria dell' icosaedro, 
ne la teoria delle funzioni più volte periodiche: esse costi- 
tuiscono da sole intieri rami dell'analisi odierna, che hanno 
già raggiunto uno sviluppo assai vasto, e ricevuto numerose 
esposizioni sistematiche. A me è bastato far rilevare il posto 
che esse occupano nella teoria generale, a cui è dedicato 
questo libro. 

I sommari dei singoli paragrafi, molto particolareggiati, 
che si trovano nella tavola delle materie in fondo al volume 
daranno nn'idca più precisa del conteiìuto del presente libro. 
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Non ho abbondato in citazioni bibliografiche. Appunto 
perciò ho creduto mio dovere aggiungere T elenco delle Me- 
morie, e dei trattati, che più mi hanno giovato, e che hanno 
più intimi rapporti con le teorie qui svolte. 

Gravi e molteplici sono i problemi finora irresoluti, e 
le lacune, che ancora presenta la teoria, e che necessaria- 
mente si ripercuotono in questo trattato. Ma, se io potessi 
sperare che non fosse stimato affatto inutile il contributo 
portato dal presente libro, e che d'altro lato questo, dando 
un'idea chiara dello stato attuale della teoria, potesse fare 
sentire più vivamente T importanza di tali problemi, e po- 
tesse così incitare qualche studioso ad occuparsi di questa 
parte così interessante dell' analisi moderna, il mio scopo sa- 
rebbe pienamente raggiunto! 



Guido Fubini. 
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delle principali opere consultate."' 



Trattati. 



Bestini E. — Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazii con 
appendice sulle curve algebriche e loro singolarità, Pisii, Spoerri, 1907 
(5, 6, 7, 11, 13). 

Bianchi L. — Lezioni sulla teoria delle funzioni di variabile complessa e 
delle funzioni ellittiche. Pisa, Spoerri, 1901 (26, 42, 36). 

— Lezioni sulla teoria dei gruppi continui finiti di trasformazioni (lito- 
Kiafate) Pisa, Spoerri, 1903 (1, 2, 3, 5). 

— Lezioni sulla teoria dei gruppi di sostituzioni e delle equazioni algebriche 
secondo Galois. Pisa, Spoerri, 1899 (1, 2, 3, 23, 38). 

— Lezioni di Geometria Differenziale, Pisa, Spoerri, 1902 (6, 7, 10, 11, 12, 14). 
Dirichlet-Dkdekind. — Lesioni sulla teoria dei numeri. Traduzione ita- 
liana dal Faifofer. Venezia, Tix)ografia Emiliana, 1881 (22, 24, 28). 

Klein F.** — Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Auflósung der Glei- 
chungen filnftes Grades. Leipzig, Teubner, 1884 (23, 24, 26, 30, 34, 38). 



* I nnmeri tra parentesi indicano i numeri del paragrafi, alla cai preparazione 
è specialmente servita l'opera citata, o che hanno maggior connessione con i 
problemi a cui è dedicato il libro citato. 

** Non sono citate in modo speciale le memorie del sigg. Klein e Fricke, 
che pare hanno tanto possentemeiito contribuito allo sviluppo della teoria, j^^i'cb^ 
queste memorie souo citate, coorilinate e riaHsautc nelle opere qui elencate. 
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Klein uud Fiiicke. — Vorlesungen iiber die Theorie der ellipiischen Mo- 
dalfunoUoneèt. Leipzig, Teubner, 1890-1892 (24, 26, 29, 84, 36, 45). 

— Vorlesungen iiber die Theoiie der automorphen Functioi^n. Leipzig, 
Teubner, 1897 (5, 7, 9, 10, 11, 12, 18, 14, 17, 18, 19, 21, 23, 24, 26, 
28, 29, 30, 31, 32, 34. 35, 37, 45). 

KuAzeu A. — Lehrbuoh der Thetareihen, Leipzig, Teubner (42, appendice). 

Nbumaxn C. — Vorlesungen iiber Biemann* s Theorie der Abelsehen Inte- 
grale, Leipzig, Teubner, 1884 (36, 37, 44, appendice). 

Picard E. — Tratte d'Analyse. Paris, Gauthiers Villars (36, 45, appendice). 

ScHLEsiNGEii L. — Haudbuoh der linear eih Differentialgleichungen, Leipzig, 
Teubner, 1895-97-98 (1, 33, 39, 42, 43, 45, 48). 

Memorie. 

Appell P. — Sur les fonctions de trois variables réelles satisfaisant à Véqua- 
tion différentielle A F = « Actti Mathematica », 1884, pagg. 313-14, 
tomo 4 (36). 

Bianchi L. — Qeoinetrische DnrsteUung der Gruppen liuearer Subsiitutioneu 
tnit ganzen complexen Coeffieienten nebst Anwendungen auf die Zahlen- 
theorie, « Matbematische Annalen », 1891, pagg. 313 e se., tomo 38 
(26, 27, 28). 

-— Sui gruppi di sostitusioni lineari con coefficienti appartenenti a corpi 
quadratici immaginarii, « Matliematinche Annalen », tomo 40, 1892 , 
pag. 332 e ««. (26, 27, 28). 

— Ricerche sulle forme quaternarie quadratiche e dei gruppi poliedrici, 
« Annali di Matematica », 1893, pag. 237 e ss., tomo 21 ; 1895, pag. 1-45, 
tc»mo 23 (22, 26, 27). 

Blumenthal 0. — Ueber Modul/unctionen von mehreren Veranderlichen 
« Mathematisclie Annalen », tomo 56, 1903 5 tomo 58, 1904 (47). 

— Zum Miminationsproblem bei analytischen Functionen mehrerer Veran- 
derlichen, « Matliematische Annalen », tomo 57 (47). 

Fubini G. — Sulla teoria delle forme quadratiche Ilermitiane e sui sistemi 
di tali forme. « Atti dell' Accademia Gioenia in Catania », serie 4., 
volume 17, 1903 (4, 11, 13, 15, 22, 26, 27). 

— Sulle metriche definite da una forma Hermitiana. « Atti del R. Istituto 
Veneto », tomo 63, 1903 e « Bollettino dell' Accademia Gioenia in Ca- 
tania », fosc. 86, 1905 (4, 15). 
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— Sulla teoria dei gruppi discontinui « Annali di Matematica ^, 1905 (4, 
8, 18, 19, 20, 21, 22, 27, 28, 29). 

— Sulla teoria delle funzioni autoniorfe e delle loro trasformazioni, « An- 
nali di Matematica )>, serie 3., 1907, tomo 14 (17, 40). 

— Una questione fondamentale per la teoria dei gruppi e delle funzioni 
automorfe, « Rendiconti della R. Accademia dei Lincei », dicembre, 
1906 (17). 

— Nuove rieerehe intorno ad alcune classi di gruppi discontinui « Rendi- 
conti del Circolo Matematico di Palermo », tomo 21, pag, 177-187, 
(21, 27, appendice). 

— Sulla costruzione dei campi fondamentali di un gruppo discontinuo 
«Annali di Matematica», serie 3., tomo 12, pag. 347-352, 1906 (25). 

Hilbert D. — Grundziige einer allgemeinen Theorie der Integralgleichun- 
gen. Dritte Mittheilung. « Gòttinger Nachrichten », 1905, pag. 307 e 
seg. (37). 

HuBWiTZ A. — Sur Theorie der nutomorphen Functionen von beliebig 
vielen Variabeln « Mathematische Annalen », 1905, pag. 325-368, 
tomo 61 (25). 

Ko£B£ P, — Ueber die Uniformisierung reelle r algebraischer Kurven « Gòt- 
tinger Nachrichten», 1907, pag. 177-190 (49). 

— Ueber die Uniformisierung beliebiger analytischen Kurven. « Grottinger 
Nachrichten » 1907, pag. 191-210 (49). 

— Ueber konfonne Abbildung mehrfaeh zusammenhilngender ebener Bereiche 
« Jahresberichte d. d. mathem. Vereinigiing », 1907, Band. 16 (49). 

Levi £. — Bicerche sulla teoria delle funzioni automorfe. « Rendiconti 
della R. Accademia dei Lincei », dicembre 1906, voi. XV, serie 5. (40). 

Picard £. — Sur une classe de groupes diecontinus de substitutions liitéaires 
et sur les fonctions de deux variables indépendanies restant invariables 
par ces substitutions. « Acta Mathematica », tomo 1, 1882-83, pag. 297 e 
8g. (4, 39, 31). 

— Sur des fonctions de detix variables indépendantes analogues aux fonctions 
modulaires «Acta Mathematica», tomo 2, 1883, pag. 97-113 (4, 39, 41). 

— Sur les formes qua dm liquefi à indetermi ées cnnjuguées et sur les fon- 
tions hyperfucìisiennes correspondanles « Act4i Mathematica », tomo 5, 
1884-85, pag. 121-182 (4, 39, 41, 48). 

— De Véquation A u = k v^ « Jtmrnal de Mathématiqiies », tomo 9, Se- 
lie 4, 1893 e tomo 4, Serie 5, 1898. 
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PoiNCAuÉ H. ^— Théorie dea groupes fuehsiena. « Acta Mathematica», tomo 
1, 1882-88, pag. 1 e seg. (10, 11, 12, 14, 19, 21, 24, 30, 31, 32). 

— Mémoire sur les fonctions fuehaiennes. « Act-a Mathematica y>, pag. 193 
e 88. (39, 40, 41, 44, 48). 

^- Mémoire sur les fonctionnes kleinéens, « Acta Mathematica » tomo 3, pag. 
49-91, 1883-84 (10, 11, 12. 14, 19, 21, 24, 30, 31, 32, 39, 40, 41). 

— Sur les groupes des équations linéaires. « Acta Mathematica )>, tomo 4, 
1884, pag. 201-312. 

— Méììioire sur les fonctions eétnfuchsiennes. « Acta Mathematica », tomo 5, 
1884-85, pag. 209-278 (1, 33, 39, 43, 48). 

— Sur V uiiiformisation des fonctions analytiques. <ìì Acta Mathematica», 
tomo 31 (49). 

— Les fonctions fuchsieunes et V arithmctique. «Journal de Mathémati- 
ques», tomo 3, Serie 4, 1887, pag. 409 (46, 14).' 

— Sur les fonctions fuchsiennes et V équation A u = e^ « Journal de Mathé- 
matiques», tomo 4, serie 5, 1898 (49). 

Sulla teoria delle funzioni cremoniane y$ 17, e appendice) il lettore 
può consultare : 

FuBiNi G. — Sulla teoria delle funzioni automorfe, e delle loro trasfor- 
mazioni, «Annali di Matematica», serie 3, tomo 14, 1907, pag. 33-69. 

Levi E. — Sopra una classe di trascendenti meromorfe, «Annali di Ma- 
tematica», serie 3, tomo 14, 1907, pag. 93 e ss.). 

Picard E. — Sur une classe de trascendantes nouvelles « Acta Mathema- 
tica », tomi 18 e 23. 

Poincaré H. — Sur une classe nouvelle de trascendantes uniformes « Jour- 
nal de Mathématiques », serie 4, tomo 6, 1890. pag. 313-367. 
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Capitolo Primo. — Trasformanoni e grappi. 

fi.— TtMiforautsioiii. 

Siano date n variabili indipendenti aj^, a?^, ...., a?,, che, a se- 
conda dei casi, supporremo reali, oppure complesse. Diremo tras- 
formazione il passaggio da queste variabili ad altre n variabili 
x\, x\j ...., x\^ determinato da formole del tipo seguente: 

(1) x\ — fi (a?i, x^, a?J 

dove le f sono funzioni indipendenti delle x. Talvolta conside- 
reremo le X come variabili reali, e supporremo che le f siano 
funzioni finite e continue in un certo campo insieme a tutte 
quelle loro derivate, che sarà necessario di considerare. Talvolta 
invece considereremo le x come variabili complesse; e suppor- 
remo che le fi siano funzioni analitiche uniformi regolari in un 
certo campo. 

Se con y, e z, indichiamo due nuovi sistemi di n variabili 
(i = 1, 2, , w), noi non considereremo come distinte la tra- 
sformazione (1) e la trasformazione 

(2) Zi = fi (t/i, y„ . . . ., y.) (t = 1, 2, . . . ., «). 

I 
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Indicheremo quasi sempre una trasformazione con una let- 
tera maiuscola 8, oppure T ecc. Talvolta useremo però anche 
lettere minuscole. Se noi con S indichiamo la trasformazione (1) 
o (2), noi potremo scrivere le (1), (2) nel seguente modo : 

(3) x\ = Sx, Zt = Sy^ 

Se poi è T un'altra trasformazione 

X i = 9( (a?i x^ .... Xf^) = IXij 

indicheremo con 8 T^ ^ chiameremo prodotto delle trasforma- 
zioni 8^ T la trasformazione definita dalle: 

x\ = S{Tx,) = /;(9„92, ....9.) 
dove 

?» = 9» (^n ^2) ^«) (* = Ij 2, , n) 

La trasformazione T S sarà analogamente definita da 

^ t = 9' (/ 1' / 2J • • • • » /") 
e sarà in generale distinta dalla S T. Se 8 T = TS,le trasfor- 
mazioni 8j T si dicono permutabili. Sia V un'altra trasforma- 
zione. Noi indicheremo con 8 T V il prodotto della trasforma- 
zione 8 T per la trasformazione F, che evidentemente coincide 
col prodotto della 8 per la trasformazione T F. In simboli 
scriveremo : 

8TV= 8 (TV) = {8 T)V 

In modo analogo, se W è una quarta trasformazione, si defi- 
nisce il prodotto 8 T V W ponendo 

8TVW=8(TVW) = (8TJnW. 
Si ha evidentemente: 

8 T VW = {8 T)(VW) = 8{TV) W = ecc. 

E cosi si può continuare, definendo il prodotto di 5, 6 ... . tra- 
sformazioni. In generale 8TUV.... W = 8 (T U V , . . . W). 
Segue da tutto questo che il prodotto di più trasformazioni 
gode sempre della proprietà associoHva, mentre in generale non 
gode della proprietà commutativa, 
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La trasformazione 

X i = Xf 

si dice trasformazione identica e si indica col simbolo 1. 

Se le /*,, che compariscono nelle (1), hanno derivate prime 
continue (e quindi, poiché sono indipendenti, hanno un lacobiano 
diverso da zero) noi potremo risolvere le (1) rispetto alle x. 
Otterremo cosi delle formole: 

(1)' X, = F, {x\ x\) (t = 1, 2, n) 

che ci rappresentano appunto una trasformazione T tale che 
T S=l: questa trasformazione si dice inversa della /S e si in- 
dica con S~^. Noi potremo dunque supporre che (almeno in un 
campo abbastanza piccolo) la (1)' sia completamente indivi- 
duata dalla (1). Risolvendo le (1)' rispetto alle x\ otteniamo le 
(1). La inversa della T = S~^ è dunque la stessa S. In simboli 
(S-')-' = S. 

Siano Sy r, U tre trasformazioni. Se /S = T, evidentemente 

S U = TU; US = UT. 

Viceversa, ne S U = T Uj anche S =^ T. 'E cosi pure, (se la U'^ 
è completamente individuata dalla U) dalla U S = U T si trae 
U-'U8= U-' UT e quindi S = T. Ponendo r= 1, si deduce 
che, se S U = U, o U S = Ujla. S è necessariamente la trasfor- 
mazione identica (e viceversa). Appunto perciò la trasformazione 
identica si indica con 1. 

In modo analogo si vede che la proprietà di cui godono due 
trasformazioni inverse (di avere cioè un prodotto uguale a 1) è 
caratteristica per esse. Se cioè /S T = 1, allora S = T~^j T = S'\ 

Se il, B, C sono tre trasformazioni che soddisfano alla AB = C, 
avremo CB-' = ABB-' = A (BB-') = Ae cosi pure B = A''C. 
Le tre uguaglianze 

AB = C; ' A = GB''; B == A'' 

sono equivalenti; da una di esse si possono dedurre le altre due. 
U prodotto di m trasformazioni, uguali a una trasformazione 
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r, si indica con T". Se aS = 7^*, si indica con T"" la /S*. 
Posto !r° = 1, si ha, per valori qualunque degli interi p, q po- 
sitivi, negativi o nulli; 

y»p jv _-- jtpu^ 

Se /S, T sono due trasformazioni, la trasformazione 7^* S T si 
dice simile a S; essa si chiama anche trasformata di /S mediante 
la T. 

Chiaramente si ha T'^S T =^ S allora e allora soltanto che 
T T-'S T = TS, ossia che S T = T S, ossia che le trasforma- 
zioni S, T sono permutabili. La trasformazione T~^ 5"* T, trasfor- 
mata della trasformazione, S~^ inversa di S, è l'inversa della 
trasformazione T~^ 8 T, trasformata di /S, perchè 

ji-i ^-, TT-'ST = T-'S-'S T = T^'T = 1. 

In modo analogo si vede che, se S è uguale al prodotto delle 
trasformazioni S^, S^y . . . ., Sj,, la T~^ S T è uguale al prodotto 
delle trasformazioni T~^ Si Td' = 1, 2, . . . ., fcì. trasformate delle 
/S',., prese nello stesso ordine. Infatti 

Due enti si diranno equivalenti rispetto alla IT, se uno di essi 
è trasformato dell'altro mediante la T. 

Osservazione, — In quest'ultima parte del § 1 ci riferiamo 
soltanto a trasformazioni lineari omogenee intere su n variabili 
ossia a trasformazioni del tipo x\ = 2 ^i^ ìt^ (i, fc =1, 2, .... n). 
Le rt,t si diranno i coefficienti della trasformazione. Le trasforma- 
zioni siffatte si diranno qui per brevità trasformazioni lineari. 
Una trasformazione lineare del tipo x\ = m, or, -{- jp, a;<_i, dove 

[ m^ I = I m J = 1,;?, = 0, (?», — m,.,) p, — {i = 2, 3, n), 

si dirà una trasformazione U, 

Si dimostra facilmente col metodo di induzione completa che, 
se i coefficienti di k trasformazioni lineari 7\, 7^2» •• • •; '^u sono in- 
feriori in modulo rispettivamente alle costanti M^y Afj, .... if», 
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i coefficienti del prodotto T^ T^ T* (che è pure una trasfor- 
mazione lineare) sono in modulo inferiori a w*"* M^M^ .,.. M,,{*\ 
Cosi pure si dimostra che i coefficienti di 7* , se T è una tra- 
sformazione U, sono in modulo inferiori a Mk"* (* *), dove Af è una 
costante abbastanza grande dipendente dai coefficienti della jT, 
ma indipendente da l\ Sia W== V~^ T V, dove V è una trasfor- 
mazione lineare qualunque e 7* è una trasformazione Z7. Sarà 
HTi = v-'TVV-'TV= V-'T^ V e in generale W = F"^ T* V. 
Se M è una costante abbastanza grande, i coefficienti di F e di 
F"* sono in modulo minori di M, i coefficienti di T* sono in mo- 
dulo minori di M fc". I coefficienti di TF* sono dunque in mo- 
dulo minori di (» MY k" = (n M)^ «"'"»*. 
n n 



(*) Infatti, se x\ = S a« jc* , x'i = il h^ x^ sono due tali trasformazioni, 

A k 

il loro prodotto «ara definito daille x\ = S a** jp* , dove a^A = S (lik ^hh» 

h k 

Se iV,, M^ sono costanti tali che niod atf^ < A/^, niod 6,» < 3/g per t, h = 
= 1, 2, . . . ., Il, avremo che niod a^* < n ilf^ Jfj. La fonnola del t^^sto 
è dnnqne dimostrata per fc = 2. Dimostriamo che, se detta fonnola vale 
per j|p=l,2, ....a — 1, essa vale anche per A; = a. Infatti 

8e i coefficienti di 7\ (t = 1, 2, . . . . a) sono in modulo minori di Mi , 
i coefficienti di T^ Tj . . . T^.i sono minori (perchè, per ipotesi, il teorema 
vale per it = a — 1) di n'~* Jl/j Jf^ . . . Jl/^.,. E, poiché il nostro teorema è 
già dimostnito per fc = 2, i «coefficienti del prodotto delle trasformazioni 
l'i Tg .... Ta-\ e T(,8Jiranno in modulo minori di n (n^-* M^ afg .... M(3..x)M^ 
^n^-'M^M^ M^. 

(**) Infatti, se la trasformazione T è definita dalle x\ = S «<» x* , 

(i, A = 1, 2, . . . . n) si avrà | rt« | == 1, fi,|^ = 0, se h > i, o se // < i — 1 . 
La 2'* sia definita dalle j;', = S «f/t ■«'a. Avremo 

A 

dove la sommatoria si dovrebbe estendere a tutti i sistemi di valori di 

Uyhy y t*-i (1 < t. <»)(« = 1, 2, , A; — 1). 

Ma ricordiamo le ipotesi fatte sui coefficienti a,j^ della T, Riconosce- 
remo tosto che: 
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Sia ora dato un prodotto TT = T\^ l^^t.... Tp», dóve le T 
sono trasformazioni lineari, le k sono interi positivi. Tra i p 
fattori Tfi ve ne siano A, che indicheremo con Ti"*!, J^"*» ••••) ^^T** 
(dove con ì| , i^ .... i\ indico h interi inferiori a p, e dove si è 
posto m, = fc,^ per s = 1,2,...., A) tali che le corrispondenti 
trasformazioni T^^ siano trasformazioni del tipo Vf/ T,* F,^ , dove Vi 
è una trasformazione lineare qualunque, e T\ è una trasforma- 
zione lineare U. Potremo trovare, per quanto abbiamo già detto, 
una costante i¥ > 1 cosi grande che i coefficienti di TJ" • siano 

inferiori a - (n Mf Jc' , Uno dei residui p - A fattori del nostro 
n ' 



1 . 86 A > I, o He k <Zi — A i tennini della iio8ti*a soiiiniatoria souu 
tutti nulli. 

2. se A = /, un solo termine della nostni sommatoria è diflferentt' da zero. 

3. se fc = » — «(!<»<» — l)e k ":> 8 — 1 il numero dei temiini 
della nostni sommatoria, che sono differenti da zero, ò al più Uf^uale a 



(.-.) = C) 



^ \ ^ /k\ _k {k — 1) .. . . (k — 8 + l) 

" 1. 2 8 



Poiché i < n, h < n, \& nostra sommatoria non contiene in alcun caso 
più di k" termini differenti da zero. Studiamo uno di questi termini. Esso 
è un pr(Mlotto di k fattori del tipo 

a. . a, . .... a. . 

*o *! *1 *i *k~l*k 

dove, per simmetria, si è posto t = io, /* = h • Li» successione 

to ti .... ♦* 
gode delle seguenti proprietà : 

1. I numeri t sono interi positivi non nulli. 

2. Il numero »o non è maggiore di n. 

3. Ogni ninnerò i, (ì < 8 < k), o è. ugiuile a t,_, oppure a »,_,!. 
Esisteranno quindi al più n — 1 valori di «, tiili che 

»* = «.-il 
così che \ a^ ^ 1 possa essere differente da 1. Per tutti gli altri valori di «è 



• •-! 



». = «.-i « quindi I o,^ ,^_ J = 1 

»— 1 
Se dunciue M ':>! ò umi costante positiva così grande che \/ M sia in 

modulo maggiore di Of. <_i per tutti i valori di i < n, ogni termine non 
nullo della nostra solita sommatoria è in modulo miiu>re di M. Quindi la 
uosti*a solita, sommatoria, ossia a^J|^, è in modulo minore di i/A;" • 
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prodotto è una trasformazione del tipo J^x (X<p; X + ij, ta?-*'? i»)« 
Se M è maggiore del modulo di tutti i coefficienti di queste tras- 
formazioni r, i coefficienti di TJ^ sono in modulo inferiori a 
(ti 3f ) ^ . Indichiamo con X, (f = 1, 2, . . . ., p — h) i p — h possi- 
bili valori di X. I coefficienti del prodotto W saranno dunque in 

modulo inferiori a «P"' w'* M*^ e * -' '"« \ M (» M) ? *^-< . 

h p-h 

Se A < j, 23 log ki < L, 2 ^x ^ H, questi coefficienti saranno 

in modulo inferiori a n'*"' HP^ e "^(» Mf= ^ (n 3f)'«^* e "^, 

n 

Se g = 0, evidentemente si può porre L = 0. 



f 2. — Gruppi. 

Noi diremo che un insieme G di più trasformazioni S, in nu- 
mero finito o infinito, è (costituisce, genera) un gruppo^ quando 
siano soddisfatte le seguenti proprietà: 

l.*> Se G contiene una trasformazione aV, esso contiene anche 
la trasformazione inversa ii~\ 

2.® Se due trasformazioni ò', T, distinte o no, sono contenute 
in Gy allora G contiene anche il loro prodotto S T. 

Ne segue tosto: 

a) Se G è un gruppo di trasformazioni, esso contiene la trasfor- 
mazione identica. Infatti sia S una trasformazione di G; G con- 
terrà anche la /S"*, e quindi anche il loro prodotto 8 S~^ = 1. 

3; E poi evidente che se *S'i, aS^^, ...., S^ sono n trasformazioni 
di Gy allora G conterrà anche la trasformazione aSj Sj^ . . . . JS^. 
In particolare, se S è una trasformazione di G, allora 6? conterrà 
tutte le trasformazioni a^'*, qualunque sia l'intero positivo a; 
e, poiché, se un gruppo contiene una trasformazione, esso con- 
tiene anche la trasformazione inversa, G conterrà tutte le tra- 
sformazioni S% qualunque sia l' intero a, positivo o negativo. 

Se r è la trasformazione identica, T"' = T^ T* = T] quindi 
la trasformazione identica T costituisce, da se sola, un gruppo. 
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Viceversa, «e un gruppo contiene una sola trasformazione, que- 
sta è la trasformazione identica (per l'osservazione a). 

Se x't = SXi è una trasformazione generica di un gruppo, e 
se dalla 

dove ^ è una particolare funzione delle x, segue 

(p (Sx^, Sx^, , Sx,) = 0, 

noi diremo che il gruppo trasforma in sé l'equazione qp (x^ .... xj= 0. 

Noi distingueremo tre categorie di gruppi: 

1.® gruppi che contengono un numero finito m di trasforma- 
zioni distinte. Questi gruppi si diranno gruppi discontinui finiti. 
Il numero m si dice ordine del gruppo. 

2.*» gruppi formati da un insieme infinito, ma numerabile, di 
trasformazioni distinte Tj, T^, 7\„ . . . . Questi gruppi si diranno 
gruppi discontinui infiniti. 

3.® gruppi generati da un insieme infinito non numerabile 
di trasformazioni. 

Di questi ultimi gruppi noi considereremo specialmente una 
classe particolare : la classe dei gruppi continui finiti, che a loro 
volta distingueremo in due categorie. 

3a) Gruppi continui finiti a una schiera di trasformazioni. — 
Le trasformazioni di uno di questi gruppi G sono del tipo: 

(4) x't = f (,i\, 07^, , .r„; a^, a^, a,) (i = 1,2, /*) 

(r, n interi positivi finiti) 
dove le f sono funzioni delle n variabili x e di r parametri a. 
Si suppone che, mentre le a variano in un certo campo, la tra- 
sformazione definita dalle (4) generi il gruppo G; in altre parole 
che ogni trasformazione di G sia determinata, dando nelle (4) 
ai parametri a dei valori scelti in un certo campo. Di più sup- 
porremo che a valori distinti delle a corrispondano trasforma- 
zioni distinte. E diremo allora che il gruppo G ha r parametri 
essenziali, o anche che G è un gruppo a r parametri. Coi sim- 
boli (?r) ^r • •• • iJidicheremo dei gruppi ad r parametri. Questi 
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gruppi si dicono gruppi continui finiti, perchè da una trasfor- 
mazione di essi si può passare a un'altra trasformazione qua- 
lunque dello stesso gruppo, facendo variare con continuità un 
numero finito di parametri a^,a^y .... a,, 

86) Gruppi continui finiti con un numero finito di schiere di 
trasformazioni. — Siano date le k trasformazioni: 

^\ = fu (*>Pi, a^a, , «^c»; «i «r) (i = 1, 2, , n) 

X i == i^i 1*^1) •^2» • • • M *^»\ ^1 • • • • o,r) C* ^^ i, ^, . . . . n) 

X i sss^ fti (J^i, X2J ...•,^.1^1 .... Ur) (t == 1, 2, . . . ., W) 

dove le /*,, (« = 1, 2, . . . ., fe: i = 1, 2, . . . . n) sono funzioni delie 
variabili x e dei parametri a. E supponiamo che, al variare dei 
parametri a in un certo campo, si ottenga un insieme di trasfor- 
mazioni, che sia proprio un gruppo. Noi diremo che questo grup- 
po è un gruppo continuo finito a più schiere (di trasformazioni). 

Queste definizioni riusciranno più chiare, esaminando qualche 
BBempio speciale: 

I). Le m trasformazioni x* = e "a?, dove m è un intero fisso, 
e {; è un intero che può assumere uno dei valori 1, 2, 3, ...., m 
costituiscono un gruppo discontinuo finito. 

n). Le trasformazioni x' = x -\~ m, dove n è un intero qua- 
lunque {n = 0, + 1, + 2, + 3j • • • •) costituiscono un gruppo dis- 
continuo infinito. 

ni). Le trasformazioni x = x -^ a, dove a è un parametro 
variabile da — (>o a -|- ex., costituiscono un gruppo G^ continuo 
finito a un parametro, con una sola schiera di trasformazioni. 

rV). Le trasformazioni 

X = x -\- a a;' = — x -\- a, 

dove a è un parametro variabile da — cxj a -|- oo, generano un 
gruppo continuo finito con due schiere di trasformazioni. 

V;. Le proiettività di un piano in se stesso e cosi pure i 
movimenti dell'ordinario spazio euclideo generano dei gruppi 
continui finiti. 
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f 8. — DoAnisioiii e teoremi varii. 

Tra i gruppi discontinui meritano un cenno speciale i gruppi 
ciclici: i gruppi cioè, che Bono formati dalle potenze di una tra- 
sformazione T. Tali sono ad esempio i gruppi I e II del § 2; i 
quali sono formati rispettivamente dalle potenze della trasfor- 

mazione x = e "^ x e della trasformazione a?' =« a? -|- 1. Se due 
potenze diverse T', r« (p ^ q) della T sono distinte, il gruppo con- 
terrà infinite trasformazioni e sarà un gruppo ciclico infinito; se 
invece due potenze diverse T", T^ (p + ?) sono uguali, allora 
T'"^ = 1. Detto k il minimo intero positivo non nullo, per cui è 
verificata la T* = 1, le trasformazioni T<^ = 1, T, T^...., T*"» 
sono «tutte distinte. E una trasformazione T", dove jp è un intero 
qualunque, è uguale a T' (0 < s < k — 1), se * è queir intero 
positivo o nullo, inferiore a k, che soddisfa alla p — s^O (mod k). 
Il gruppo ciclico Gf generato dalla T, è quindi un gruppo discon- 
tinuo di ordine k. Il numero k si dice anche : periodo della tras- 
formazione T. Se una trasformazione T genera un gruppo ciclico 
discontinuo infinito, si suol dire che essa è aperiodica oppure che 
essa ha un periodo infinito. 

Due enti, equivalenti tra loro rispetto a una trasformazione 
di un gruppo G (§ 1) si diranno anche equivalenti rispetto a G. 

Noi diremo che una trasformazione di un gruppo è eccezio- 
nale, se essa è permutabile con tutte le trasformazioni del gruppo. 

Se noi abbiamo un gruppo G, formato da certe trasforma- 
zioni T, e se noi trasformiamo ciascuna di queste mediante un'al- 
tra trasformazione U fissa, ossia se costruiamo le U~^ T U, l'in- 
sieme Y di queste ultime trasformazioni è un gruppo, che noi 
diremo simile a (7, o, più precisamente, trasformato di G me- 
diante la Uy e che noi indicheremo con U'^ G U. 

Per dimostrare che y è un gruppo, si osservi che, se T è una 
trasformazione di (?, il gruppo G contiene anche la trasforma- 
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zione inversa T"'; quindi, se T insieme y contiene la trasforma- 
zione itf = [7"* T t/, esso contiene anche la ^= U~^ T"^ U^ che 
(§ 1) è la trasformazione inversa di M. 

Cosi pure, se O contiene due trasformazioni T% T', e se 
T' T" = T", allora G contiene anche T". Siano M\ M" le tra- 
sformazioni U"' T' U, U-' T' U di r, corrispondenti alle 7", T'. 
Il prodotto if' i¥" è (§ 1) uguale alla trasformata mediante U 
della trasformazione T* di G; quindi y contiene anche M* M", 
Ossia, se y contiene due trasformazioni M\ M", esso contiene anche 
il loro prodotto. Tanto basta per concludere che y è un gruppo. 

Sottogruppi. — Se F è un gruppo, le cui trasformazioni sono 
tutte trasformazioni di un altro gruppo (?, si suol dire che F è 
un sottogruppo di G. Cosi p. es. il gruppo formato dalle trasla- 
zioni neir ordinario spazio euclideo è un sottogruppo del gruppo 
formato da tutti i movimenti euclidei. 

Tra i sottogruppi di un gruppo G si può considerare anche 
il gruppo G stesso. 

Se /S è una trasformazione di G, il gruppo ciclico generato 
dalle potenze della S è un sottogruppo di G; se poi /S = 1, 
allora, poiché tutte le potenze di S sono ancora uguali all' iden- 
tità, il sottogruppo in discorso è formato dalla sola trasforma- 
zione identica. 

Se F è un sottogruppo di G, e Uè una trasformazione qua- 
lunque di G, il gruppo U~^ F ^7, trasformato di F mediante la 
fT, è ancora un sottogruppo di G, Infatti ogni sua trasforma- 
zione è prodotto della f7~*, di una trasformazione di F, e della 
trasformazione U: ossia è prodotto di tre trasformazioni di (?, 
e quindi appartiene a G. Due sottogruppi F, f/"* F [7 di (? si 
dicono sottogruppi equivalenti. Se un sottogruppo F di (? coin- 
cide con tutti i sottogruppi equivalenti, esso si dice un sotto- 
gruppo eccezionale (invariante) dì G. Il gruppo G stesso, e il 
gruppo formato dalla sola trasformazione identica si possono, 
come abbiamo visto, considerare sempre come sottogruppi di G\. 
essi sono anzi sottogruppi eccezionali di (?. 
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Supponiamo che G sia un gruppo discontinuo; ne sia F un 
sottogruppo, il quale sarà pure necessariamente un gruppo dis- 
continuo. Indichiamo con 1, t^, ig, t, . . . . le trasformazioni di V: 
supposto r 4: 6r, indichiamo con U^ una trasformazione di Cr, 
distinta da tutte le trasformazioni di T; e costruiamo tutte le 
trasformazioni 

U^, U^Xu fTjTg, U^Ts 

Queste trasformazioni sono evidentemente tutte distinte. Esse 
sono pure distinte dalle precedenti; infatti se fosse Z/jT, = i*, 
sarebbe U^ =t^v\ è quindi U^ essendo uguale al prodotto di 
due trasformazioni di T, sarebbe uguale a una trasformazione 
di r, contro il supposto. 

Se le trasformazioni t, Ui t non esauriscono ancora le trasfor- 
mazioni di G, consideriamo una trasformazione C/^ di G, distinta 
dalle trasformazioni precedentemente considerate. E formiamo 
tutte le trasformazioni U^^ U^x^y U^x^ .... Si dimostra e. s. che 
queste trasformazioni sono tutte distinte fra di loro e sono pure 
distinte dalle 1, ij, t^ . . . . , e dalle U^, U^x^^ U^x^ .... Cosi potremo 
poi continuare: cioè, se le trasformazioni t, 17iT, Z/^i non esau- 
riscono le trasformazioni di G, sceglieremo una trasformazione 
f/g di G, da quelle distinta, costruendo poi le trasformazioni 
f/3, Z/jTj, l/gTg . . . . e cosi via. Potranno avvenire due casi: o 
che il procedimento a un certo punto finisca (ciò che avviene 
certamente, se (? è finito), oppure che esso si possa continuare 
indefinitamente. Nel primo caso esisteranno certe trasformazioni 



in numero finito Z7,, Z/^j • • • 


.,f^-. 


tali che le tr 


seguente quadro 






1 r, 


T, 


Xg . . . . 


U, U,x, 


U^r, 


U,x,.... 


U, U,x, 


U,T, 


J7,T3 .... 



sono tutte distinte tra loro ed esauriscono tutte le trasforma- 
zioni di G. Il numero m si dice indice di T in G. (Se G conte- 
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nesse un numero finito p di trasformazioni, F conterrebbe ^ tra- 
sformazioni: V ordine ^ di un sottogruppo V di un gruppo G 
finito discontinuo di ordine p è sempre dunque un divisore di p). 

Se invece il procedimento più sopra esposto si può prose- 
guire indefinitamente, si suol dire che F è in (r un sottogruppo 
di indice infinito. 

Isomorfismo di due gruppi. — Due gruppi G, F si dicono in 
isomorfismo oloedrico, se le loro trasformazioni si possono porre 
in corrispondenza biunivoca, in guisa che al prodotto T' T" di 
due trasformazioni T*, T' di G (che per definizione è una tras- 
formazione di G) corrisponda proprio quella trasformazione 
x' -rf di F, che è prodotto di quelle trasformazioni x', if' di F, che 
corrispondono rispettivamente alle trasformazioni T\ T' di G. 

In particolare se T, x sono due trasformazioni corrispondenti 
di ff, F, alla trasformazione T' Ai G {p intero positivo) corrispon- 
derà la trasformazione t^ di F. Alla trasformazione 8= T' 7"* =-- 
= T'""' di G (p, m interi positivi qualunque) corrisponderà una 
trasformazione a di F; e poiché aS T" = T^, sarà az'^ = 'Jf; quindi 
a = x**"*. Quindi alla T' {a intero positivo, nullo, o negativo) 
corrisponderà la t". E in particolare alla T®, ossia alla trasfor- 
mazione identica di G, corrisponderà la x®, ossia la trasforma- 
zione identica di F. 

A trasformazioni permutabili in G corrisponderanno trasfor- 
mazioni permutabili in F; a una trasformazione eccezionale di G 
corrisponderà una trasformazione eccezionale di F. 

Alle trasformazioni di un sottogruppo (di indice p) di G cor- 
risponderanno le trasformazioni di un sottogruppo (di indice |)) di F. 

Un gruppo G è sempre oloedricamente isomorfo a se stesso. 

Due gruppi G, F si dicono meriedricamente isomorfi^ se a ogni 
trasformazione di G corrisponde una trasformazione di F, a ogni 
trasformazione di F corrispondono più trasformazioni (in numero 
finito o infinito) di (?, in guisa che a una trasformazione di Gy 
che è prodotto di due trasformazioni T*, V di G^ corrisponda 
quella trasformazione di F, che è prodotto delle due trasforma- 
zioni corrispondenti alle T', T\ 
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Siano 8, T due trasformazioni di G, a cui corrisponde in V 
la trasformazione identica t = 1; allora al prodotto S T corri- 
sponde in r la T T = T« z— 1 ; ossia alla S T corrisponde in V 
ancora l'identità. Si dimostra come sopra che alla trasforma- 
zione identica in G corrisponde la trasformazione identica in F, 
Se a è la trasformazione di F, che corrisponde alla trasforma- 
zione /S~* di (r, allora, poiché 8 8~^ = 1, sarà t a = 1, e, poiché 
T =as 1, anche a = 1. Quindi anche alla trasformazione 8~^ di G 
corrisponde in F la trasformazione identica. 

Da quanto abbiamo detto risulta dunque: 

Le trasformazioni di G, a cui corrisponde in F V identità, for- 
mano un gruppo G^, che sarà un sottogruppo di G. 

Se P" è una trasformazione ài G, e 8 una di G^, e se « è la 
trasformazione di F, corrispondente alla U, è ben chiaro che 
alla trasformazione U~^ 8 TI ài G corrisponde la u~^. 1. « = 
= w"* w = 1 di F. Quindi la trasformazione U~^ 8 U appartiene 
a G^\ ossia: 

Il sottogruppo G^ di G è un sottogruppo eccezionale. 

Le proprietà trovate più sopra per i gruppi oloedricamente 
isomorfi valgono, con poche modificazioni, anche per i gruppi 
meriedricamente isomorfi. 

f 4. — Olami Bpeoiall di gruppi. 

Siano Ti, T^, . . . . T,, k trasformazioni, operanti rispettivamente 

sulle variabili x\^^ (f = 1, 2, , w,), xi*\i = 1, 2, , n^), a?S*H« = 

-^ 1,2, ...., Wt) (w,, «2, ...., «4 numeri interi). Le ici*^ siano 
», -f- ng |- . . . . -j- Wj variabili distinte e indipendenti. In tal 
caso il considerare il prodotto T delle trasformazioni Tj, Tg, ...., 7\ 
è perfettamente equivalente al considerare l'insieme delle tras- 
formazioni Tj, Tg, . . . . , Ti, come un' unica trasformazione, ope- 
rante sul complesso di tutte le variabili x. La trasformazione 
T si dirà trasformazione mista, o totale, risultante delle trasfor- 
jnazioni parziali T,, T^, ...., 7\. Sia ora G un gruppo, di cui 
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ogni trasformazione T nia una trasformazione mista, le cui tras- 
formazioni parziali T, operino rispettivamente sulle variabili 
dfJ'J (« = 1, 2, . . . . i) (i = 1, 2, . , . ., w,). Il gruppo G si dirà gruppo 
misto o totale. Ciascuna delle trasformazioni parziali T, genererà 
un gruppo G, di trasformazioni sulle variabili x^'\ Questi gruppi 
G, si diranno gruppi parziali. 

Si dice gruppo lineare su n variabili a?i . . , . a?, un gruppo, 
di cui ogni trasformazione è una trasformazione lineare, ossia è 
una trasformazione del tipo seguente: 
• 

2 ^rt ^» + ^i 

x\ -= *^-^ - (a, & == cost.) (f = 1, 2, . . . , n) 

2 &* a?* + & 

k 

Cosi si dirà gruppo lineare misto su 2 ^t variabili ar^*^ (t = 

1=1 

=« 1, 2, . . . ., fc; « =■= 1, 2, . . . ., fii) un gruppo misto, i cui gruppi 
parziali corrispondenti sono rispettivamente un gruppo lineare 
sulle ocf^^j sulle x^^\ ecc. Ogni trasformazione di un gruppo lineare 
misto è quindi del tipo: 



ojJ'J' = ''-- (a, b = cast.: i = 1, 2, ..., fc; « = 1, 2, ..., w,) 

Un gruppo lineare si dice intero omogeneo, se le sue tras- 
formazioni sono lineari intere omogenee, ossia sono del tipo 

k 

Z)' ora in poi, se con A indichiamo una quantità, con A^, o con 
Ao indicheremo la quantità immaginaria coniugata. E supporremo 
sempre che, se delle variabili x subiscono una trasformazione 
lineare P, le variabili immaginarie coniugate Xo subiscano quella 
trasformazione lineare Po, i cui coefficienti sono immaginarii 
coniugati dei coefficienti omologhi della P. 

Un gruppo G lineare intero omogeneo si chiamerà gruppo 
iperfuchsiano intero, se ogni sua trasformazione P trasforma in 
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sé una forma Hermitiana, cioè una forma del tipo: ^ a» a?, a^y 

dove le a sono costanti tali che «« = aj,, (Secondo la prece- 
dente convenzione, con a?? e con a» indico le quantità immagi- 
narie coniugate delle a?, e delle «„, e suppongo che, mentre le 
X subiscono una trasformazione generica P di Gj le 05® subiscono 
la Po). Occorre notare che una forma Hermitiana ha sempre 
valori reali qualunque siano i valori che si attribuiscono alle 
variabili a?,. 

Posto y, == 1^ (f = 1, 2, , n — 1), e w — 1 = m, il gruppo 

G individua un gruppo lineare fratto T sulle y^ . . . , y„, che 
trasforma in se stessa F equazione: 

m 

(5) 2 P»-y'y» + 2 P.?A + 2 Pryr + P = 

dove Prt = ««, Pf = ««,« M ? P = ^m t 1. m f 1 • Le costanti p sono co- 
stanti legate dalla p^ == ?«, P = Po» e quindi ancora il primo 
membro della (5) è sempre reale, quando alle y, y^ si dieno 
valori immaginarii coniugati. Questi gruppi T si chiameranno 
gruppi iperfuchsiani fratti, o più brevemente senz'altro gruppi 
iperfuchsiani. 

TJn gruppo iperfuchsiano è trasformato in un gruppo iper- 
fuchsiano (simile), se noi trasformiamo le variabili y con una 
qualsiasi trasformazione lineare. 

Nel seguito noi intenderemo però di riferirci a una classe 
particolare di gruppi iperfuchsiani, che è la più importante, per 
le applicazioni che abbiamo in vista: un gruppo di tale classe 
si può, con una trasformazione lineare sulle y, trasformare in 
un gruppo tale che la corrispondente equazione (6) assuma la 
forma: 

(6)' .Vi 2^? + . . . . + y« 2/« ± 1 = 0. 

Un gruppo lineare misto, i cui gruppi parziali sono gruppi 
iperfuchsiani, si dice gruppo iperfuchsiano misto. 
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f 5. — !•• trasformaxloni inflnitMime. 

D'ora in poi useremo spesso un linguaggio geometrico. Quando 
avremo cioè w variabili indipendenti a?,,^?^? ••••> ^«7 considereremo 
queste variabili come coordinate in uno spazio a n dimensioni aS,. 
Un sistema di valori delle x ci individuerà un puntò di S„\ i punti 
di S„ le cui coordinate soddisfano a n — 1, n — 2, w — 3,...., 1 
equazioni indipendenti si diranno formare una linea, una super- 
ficie, una varietà a 3, a 4, ...., a ?» — 1 dimensioni, contenuta in 
*S'„ (subordinata di S„), Una trasformazione 

si potrà considerare come una corrispondenza stabilita tra f punti 
di coordinate a?,, e i punti (trasformati) di coordinate 0?',=/;. 

Se (t è un gruppo discontinuo, noi diremo che esso contiene 
delle trasformazioni infinitamente poco differenti dalP identità, 
o più brevemente delle trasformazioni infinitesime, quando, per 
ogni numero e positivo non nullo, piccolo a piacere, si ptiò tro- 
vare una trasformazione non identica x\ = fi (Xr{ .... x„) del grup- 
po /?, tale che sia 

|.//, -.T, |<£ (*) 

per tutti i punti 07, per cui sono definite le nostre trasforma- 
zioni, esclusi al più con intorni piccoli a piacere un numero 
finito di punti singolari isolati, i punti di qualche linea, super- 
ficie, varietà singolare a 3, 4 .... n — 1 dimensioni. 

Per es. consideriamo il gruppo ciclico G generato dalle po- 
tenze della trasformazione 

T = e'^ X, 



(*) Come al solito, st- .1 è una quaiititi'i qualunque, con | A \ indichia- 
mo il Ruo valore assolnto, o il kiio modulo; poiché con A^{Aò) intendia- 
mo Ih quantità immaginaria coniugata di A, sarà ,^|- = J. J.o« 
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dove a è un numero reale, il cui rapporto con t: è irrazionale. 
Consideriamo la x come variabile complessa, e rappresentiamola, 
al solito modo di Gauss, su un piano a. H gruppo G è definito 
per tutti i punti di a. Escludiamo in a il punto (singolare) x ^=- o 
con un intorno arbitrario, ossia consideriamo una qualunque re- 
gione di a, posta a distanza finita. Sia li una costante maggiore 
del massimo modulo di x in questa regione. 

Una trasformazione di 6? è del tipo: a?' = «"''^ir, dove m è 
un qualunque intero; cosicché sarà nella nostra regione 

I a;' - a; I =- I e*** - 1 I | a? | < | «-^^— 1 | Ti?. 

Essendo _ irrazionale, io potrò scegliere l'intero m in guisa che 
ma sia cosi prossimo a un multiplo di 2 tc, che si abbia: 
I «"^* — 1 I -<; n (e costante positiva piccola a piacere) 

e quindi 

I 0?' — ;r I <;e. 

Tanto basta per affermare che G contiene trasformazioni in- 
finitesime. 

Per brevità, con l'abbreviazione g. d.p. d. ti. intenderemo la 
frase : « gruppo discontinuo privo di trasformazioni infinitesime » . 

In senso analogo, ma ben distinto, noi parleremo delle tras' 
formazioni infinitesime di un gruppo G continuo finito. Siano (4) 
le equazioni definenti le trasformazioni di un tal gruppo G, che 
supponiamo a una sola schiera di trasformazioni. Poiché G 
contiene la trasformazione identica, esisteranno dei valori a'i 
dei parametri a, tali che per a^ = a, sia /, = a?,. Noi chiame- 
remo trasformazione infinitesima del gruppo una trasformazione 
(4), in cui i valori dei parametri a, difl^eriscono di una quan- 
tità infinitesima dalle a',. In altre parole chiameremo trasfor- 
mazioni infinitesime di G quelle, che si ottengono ponendo in 
(4) a< =* a'i -{- bi f, dove le fc.. sono costanti arbitrarie, e f è una 
quantità, che varia tendendo al limite zero. 

Le trasformazioni C4) si possono scrivere per questi valori 
dei parametri nel modo seguente: 



Capitelo Primo — §3. 19 



dove le 3f, sono quantità finite. La differenza a?', — Xi è perciò, 
a meno di infinitesimi del secondo ordine, data dalle : 



oo\ 



' ' [ da, I •* = •'* 



Il secondo membro di questa uguaglianza si può dire rap- 
presenti r incremento S a; , che la Xi riceve per una trasforma- 
zione infinitesima del nostro gruppo. Sia ora U una funzione 
qualunque delle x; noi indicheremo con 5 1/ la differenza 

la quale a sua volta, a meno d'infinitesimi d'ordine superiore, 
è data da: 



fTi die, •■' { SiC, [ d a. 



} 



Posto \Sfi(^i-:.^na,....a,)j _ ^^^ ^^^^ _^^ ^ ^_^) 



avremo infine 
SU 



g dU i_ dU _^ ,p 

Noi esprimeremo queuta uguaglianza dicendo che il HÌmboIo 

rappresenta una trasformazione infinitesima generica del gn^ppo, 
e identificheremo spesso, per brevità di discorso, una tale tra- 
sformazione col simbolo che la rappresenta. 

Se (pialunque sia la funzione U, si ha 31/^ = 0, ossia se 

r 

2^?w = (^'- 1,2,...., w), 
si dice che X è identicamente nullo. U Li£ ha dimostrato che, 
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nelle nostre ipotesi, ciò avviene soltanto se ft, == U = 1, 2, ... . r). 
■ Osserviamo ora che si può scrivere : 

$ 
dove e X, = 2 5t/ ó ~ ] X, è cioè quella espressione che si deduce da 

Xy ponendovi 6i == òg = . ... = 6,_i = 6, +i =•... = &« = 0, ft, = 1. 

Le X, 8Ì dicono essere le trasformazioni infinitesime generatrici 
del gruppo G, e il gruppo G si dice generato dalle X,: ogni 
altra trasformazione infinitesima del gruppo G è una combina- 
zione lineare a coefficienti costanti delle trasformazioni X,, Tale 
denominazione è legittimata dal fatto che il Lie ha dimostrato 
che il gruppo continuo G è completamente individuato dalle sue 
trasformazióni ihfiniìesime. 

Se G fosse un gruppo a un parametro, (r = 1) esso sarebbe 
generato da una sola trasformazione infinitesima, la quale è al- 
lora individuata a meno di un fattore costante. 

Se una trasformazione S trasforma il gruppo continuo (r in 
un gruppo (simile) T, essa porta le trasformazioni infiinitesime 
X.(* = 1, 2, ...., r) di G nelle trasformazioni infinitesime di F (*). 

Se una funzione U resta invariata per tutte le trasformazioni 
del gruppo G, allora chiaramente 

: X, U = (s:^ i,2, ."..., r). 



(*) Diciamo ohe la trsv^formazione 8j definita dalle 

yi = fi (^ij ^ty y^n) 

- 9 9 

porta la trasformazione infinitesima 2 S» , - nella S TfJ, f dove 

r], == 2 5< • Scrivendo rispettivamente le J, ed yj, come funzioni delle 

X, o delle y, la uguaglianza 2 5» ^ = S 1^. :« si riduce a un'identi- 

taf qualunque sia la cp, in conseguenza delle equazioni definenti la S, 
quando nel calcolarne il primo, o il secondo membro si considerino ri- 
spètti vanientp le J5, le y come variabili indipendenti.' 
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Viceversa io dico che, se uìia funzione U soddisfa a un equazione 

essa resta invariata almeno per le trasformazioni di un gruppo con- 
tinuo T a un parametro, che è generato dalla trasformazione infi- 

. a 

nitesima X = 2 ?r 5" • 

Si possono infatti scegliere sempre n nuove variabili indi- 
pendenti yi, y«, ..-., ^«7 ^^li ^^^ ^ì abbia identicamente: 

Basta prendere la ?/, in guisa che 

e scegliere per y^, . . , ., y^ n — 1 integrali indipendenti dell'e- 
quazione 

Sarà appunto identicamente: 

La U^ considerata come funzione delle y, soddisferà alla 
XU "^^ ^ = 0, e quindi sarà indipendente da y^. Se noi dunque 

^yi 

poniamo al posto delle y< le 

y\ = yi -r «; y'* = yt\ y\ = .«/»; . . . .; y'n = yn- (^)) 

dove a è un parametro qualunque, la U resta trasformata in so 
stessa. Ora le (G) individuano una trasformazione T^ che, al variare 
del parametro a, genera evidentemente un gruppo T' a un para- 
metro sulle variabili y, il quale è generato appunto dalla trasfor- 

inazione innnitesima ^ - « 
-.Vi 
Ora le x sono legate alle y da certe equazioni: 

^i = fi (yiì y^i — > yj (« = i, 2, . . . . , n), 



22 ÒapitéU) Primo — §5. 

le quali individuano una certa trasformazione S. Potremo (§1) 

scrivere ^\ = Sìjì^ y, = S~^ Xf. Porremo poi 

^'< = Sy\ = fi {y\ , y\, j^'s . . . . y\) =- fi {y^ + «, y*, . •.. yn) == 5 Ty,. 

Eliminando le y, troveremo delle equazioni : 

x'i = ^i (.x'i, x's^ . . . ., j?„) = S T SXi 1 

le quali (§ 3) definiscono un gruppo T, simile al gruppo F'. 

E poi evidente che la U, pensata di nuovo come funzione 
delje Xy resta invariata per le trasformazioni di F. Ed è pure 
ben chiaro, per quanto si è detto più sopra, che T è generato 
dalla trasformazione infinitesima 

Osservazione. — Dal teorema di Lik, che un gruppo è indi- 
viduato dalle sue trasformazioni infinitesime, scende che P è 
completamente individuato dalla X. 

Questi concetti sono fondamentali nella teoria dei gruppi 
continui (di S. Lie). Noi non abbiamo bisogno di approfondirli (*): 
e ci basterà richiamare l'attenzione sulla profonda diflPerenza, 
che passa tra le proprietà delle trasformazioni infinitesime di 
un gruppo discontinuo, e quelle delle trasformazioni infinitesime 
di un gruppo continuo. Quando avremo bisogno di distinguere, 
chiameremo trasformazioni infinitesime di S, Lie le trasforma- 
zioni infinitesime di un gruppo continuo, trasformazioni infini- 
tesime di Klein quelle di un gruppo discontinuo. 



(*) Il lettore potWi cou8iiltare l-o|>era classica di Lik ed Engel miIIm 
teoria dei gruppi continui iiniti di tniHfoiiiiazioni e ftpecialmente il primo 
volarne, oi)pui-e le lezioni (litografate) del Pit>f. Luksi Bianchi, o quelle 
del Prof. Ebnksto Pa.sjal, pubblicutc nei « Manuali Hoepli ^, 
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Capitolo Secondo. — Metriche e Meviaienti. 

fé.— D^flnizloiil fOAdam^ataU. 

Se con X, y, z indichiamo coordinate cartesiane ortogonali 
nello spazio ordinario, è ben noto che la lunghezza di una linea(*) 
rettificabile L è data dall'integrale curvilineo 



/ 



Vdx^-^dtj^ -i-dz^ 



L 

esteso alla stessa linea L (**). 

Perciò la forma differenziale quadratica 
d8*=^dx*-{-dy*-{-dz* 
si chiama elemento lineare della geometria euclidea, in quanto 
che essa basta a definire la lunghezza di una linea qualunque. 
L'elemento lineare è, per cosi dire, uguale al quadrato della 
distanza dei due punti 

(u?, y, z) (u? + do;, y + dy, 2 + rfir) 

infinitamente vicini. Questa forma dell'elemento lineare dipende 
essenzialmente dal teorema di Pitagora, che a sua volta si de- 
duce dai postulati della geometria Euclidea. 

Viceversa si può dimostrare che basta ammettere detta forma 
di elemento lineare, perchè se ne possa dedurre tutta la geo- 
metria metrica di Euclide (che talvolta si chiama anche geome- 
tria piana, o geometria a curvatura costante nulla). 



(^ Una linea ui dà, come è uoto, ponendo le coordinate x, y, z funzioni 
di nn» variabile indipendente t: noi HUpporrenio sempre clie queste fun- 
zioni abbiano derivate prime continue : ed, ove sia necessario, anche quelle 
altre derivaite che occorrerà considerare. Sotto queste condizioni è noto 
che la linea è rett ideabile. 

(**) Con la parola linea noi intenderemo ttvnto i i>ezzi (i segmenti, 
gli arclii) di nun curva, quanto la curva completa. Non vi ha possibilità 
alcumi di equivoco. 
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Di più detta forma dell'elemento lineare euclideo vale, come 
è noto, fcioltanto neir ipotesi che x*, y^ z siano coordinate carte- 
siane ortogonali. Se noi usassimo coordinate curvilinee qualun- 
que, legate alle x^ y, z da equazioni del tipo 

^ = ^ (pi, 9i, 9iih 

l'elemento lineare nelle nuove variabili sarebbe quello, che si 

^ d p,., ecc. Tutti gli 

elementi lineari, che cosi si possono ottenere, sono equivalenti (*»: 
essi definiscono tutti la stessa geometria (Euclidea). 

Se noi non ammettessimo il postulato euclideo delle rette 
parallele, e supponessimo invece che per un punto A passino 
infinite rette, complanari con una data retta r, ma non interse- 
canti la r, si potrebbe ancora sviluppare una metrica. Essa non 
sarebbe più la geometria di Euclide, ma una geometria ben di- 
stinta: la ben nota geometria di Bólyai-Lobacefskij, detta tal- 
volta geometria iperbolica o anche geometria a curvatura contante 
negativa. 

Scegliendo opportunamente il sistema di coordinate, troverem- 
mo che la lunghezza di una linea L sarebbe data dall'integrale 



L 
(*) Com'è noto, due* forme ditt'erenziali 

2 ^ '* ••• '« "^^'i "^'^ • • • '^^•-' 2 ^'^ '' ■• *- ^^'^ ^^'' ■•' ^^'- 

(dove tanto che Xj che le y formano un sistema di n variabili ìndix)en- 
denti, le a, , . sono funzioni delle x, le 6, , , delle y) si dicono 

e<iuivalenti, se da una si passa air altra mediante ima trasformazione 



d 



^'= 2 a/ ^.'A (t, ^ = 1,2, ...., w). 
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esteso alla data linea L. L'elemento lineare sarebbe in questo caso 

E viceversa si può dimostrare che basta ammettere questa 
forma di elemento lineare, per poterne senz'altro dedurre tutta 
la geometria di Bólyai. Naturalmente si sarebbe condotti alla 
stessa geometria, se, anziché partire dal detto elemento lineare, 
noi partissimo da un qualunque elemento lineare equivalente. 

Ma potremmo mutare i postulati della geometria elementare 
per modo che la retta appaia come una linea chiusa (di lun- 
ghezza finita): due punti J, B su di essa non determinano allora 
un verso .1 B, ne si può parlare di rette complanari parallele. 
Si ottiene allora una nuova geometria: la geometria di Riemann, 
detta anche geometria ellittica o a cure attira costante positiva. 
Con una opportuna scelta di coordinate, noi troveremmo per 
essa l'elemento lineare 

E viceversa, partendo da questo elemento lineare, o da un ele- 
mento lineare equivalente, potremmo costruire tutta la geometria 
di Riemann. 

Tutte queste geometrie sono casi particolari di un'intera 
elasse di geometrie, che si possono cosi definire. Sia 

2 ^ik d Xi d Xt a, fr = 1, 2, . . . ., ») (att = a*^) 

i.k 

una qualsiasi forma diSerenziale quadratica nelle ìju\ le a,» siano 
funzioni finite e continue delle x in un certo campo, le quali 
ammettano inoltre tutte quelle derivate che in seguito ci occor- 
reranno. Immaginiamo uno spazio ad n dimensioni i cui punti 
si possano determinare mediante le variabili x assunte come 
variabili coordinate: e consideriamo di esso quella sola regione 
in cui sono soddisfatte le ora ricordate condizioni di continuità 
e derivabilità per le a^*. 
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Definiamo come lunghezza di una linea L in questo spazio 
il valore dell'integrale 



(7) 



/ 1'2^<* ^^i ^^* 



esteso alla stessa linea L, Assumiamo cioè la data forma qua- 
dratica come elemento lineare dello spaziò considerato. Avremo 
cosi definito in questo spazio un sistema di misure, o, come si 
suol dire, una metriccij da cui potremmo partire per edificare una 
geometria metrica in questo spazio. 

La geometria, che cosi otterremo, sarà proprio 1' usuale geo- 
metria euclidea, se il nostro elemento lineare è la forma S dx^ 
oppure una forma equivalente; in generale invece otterremo una 
geometria, affatto distinta dalla geometria euclidea. 

Tra le questioni più importanti, che si presentano in queste 
geometrie generali, noi ne ricorderemo due. 

La prima si riferisce alle linee geodetiche, e si può enun- 
ciare cosi: 

Dati due punti A, B si trovi una linea, che passi per A e B, 
e la cui lunghezza sia minore della lunghezza di ogni altra linea, 
che congiunga i punti A, B. 

Una tale linea si dirà linea geodetica; la determinazione delle 
linee geodetiche è un problema, che tratta coi metodi del cal- 
colo delle variazioni. E si trova: 

Una linea geodetica L è in generale determinata univocamente^ 
quando si dia un suo punto x'i, e la direzione di L in detto punto, 
(Questa direzione, com'è noto, si determina, dando i rapporti dei 
difierenziali d Xt per Xi = x'i). 

Una linea geodetica L è determinata unicocaniente, quando si 
dieno due punti A, B di L abbastanza vicini. 

Prima di passare alla seconda questione, di cui vogliamo far 
cenno, dobbiamo premettere una definizione : 

l/nu trasformazione x'i = fi{Xn . . . ., x„) si dice essere un mo- 
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vimeìèi4) per uììu assegnata nutrica, se esaa non altera le lunghezze, 
aseia se essa porta una qualsiasi linea L in una linea U di ugtude 
lunghezza. 

Se a» — flf,j (:C|, ic», . . . ., xj, noi porremo 

La iiOHtra trasformazione Karà un movimento, allora e allora sol- 
tanto che l'uguaglianza 

^ aik dXi dXk= 2 a'a d x't d x\ 

è una conseguenza delle formole, che definiscono la trasformazione. 
In altre parole i movimenti SQno le trasformazioni, che lasciano 

incartante (trasformano in se stesso) il nostro elemento lineare. 
La questione, che ci possiamo porre, è la seguente: 
Definita una metrica mediante il suo elemento lineare trovare: 

1. se esistono dei movimenti per tale metrica, 

2. determinare in caso affermativo tutti questi movimenti. 

Cosi p. es., se w == 3, e se T elemento lineare è Felemento eu- 
clideo dx^ -\- dff^ -|- dz^, le uniche trasformazioni, che lo la- 
sciano invariante, sono gli ordinarii movimenti della geometria 
elementare, e i cosidetti movimenti di seconda specie, (prodotti 
di un movimento vero e proprio per una simmetria), i quali 
differiscono dai precedenti per il fatto che, pur conservando le 
distanze, portano un triedro in un altro triedro uguale, ma ge- 
neralmente non sovrapponibile al primo. 

La definizione analitica di questi movimenti e : 
X = a^i X \ «1, y -\- a,3 z -•- a, 
y' = a,y X -\- tf^ 1/ -| a,., z -^ a. 
z' = «SI X -\- rt;« fip-|- a^ z 4- a., 

dove le a^, a,* sono costanti, legate dalla condizione che il deter- 
minante delle tìik sia ortogonale. Secondo che questo determi- 
nante è uguale a -|- 1, o a — 1, il movimento è di prima, o di 
seconda specie. 

Tutti questi movimenti dello spazio euclideo formano un 
gruppo continuo finito a sei parametri, a due schiere di trasfor- 



I 

J 
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mazioni e si distinguono in due classi ben distinte. Da un mo- 
vimento di una classe si può passare con continuità a ogni altro 
movimento della stessa classe, ma non a un movimento dell'al- 
tra classe. I movimenti della prima specie formano già da se soli 
un gruppo continuo (a una sola schiera di trasformazioni), che è 
contenuto nel gruppo totale dei movimenti di prima e di seconda 
specie come sottogruppo di indice 2. Invece il prodotto di due 
movimenti di seconda specie dà origine a un movimento di pri- 
ma specie, cosicché i movimenti di seconda specie non formano 
un gruppo. 

Se noi prendiamo invece una metrica generica, si può dimo- 
strare che essa non ammette nessun movimento, e quindi anche 
« a fortiori » nessun gruppo continuo di movimenti. E si pre- 
senta quindi la questione, di trovare tutte le metriche partico- 
lari, che ammettono un gruppo continuo di movimenti. Noi, nel 
seguente paragrafo, ne determineremo una classe, che ha speciale 
importanza per le ricerche, che dovremo fare più avanti. 

Faremo ancora una importante osservazione di indole generale. 

Noi diciamo che una metrica è reale, se ogni linea reale ha 
sempre una lunghezza reale, positiva, non nulla. Affinchè questo 
avvenga è necessario e sufficiente che V elemento lineare sia una 
forma definita positiva, e che il radicale sia preso col segno -j-. 
Dicendo: <f^ forma definita positiva y> intendo che l'elemento lineare 
deve essere positivo, quando alle Xt si dieno valori reali, appar- 
tenenti al campo, ove sono definite le a<4, e ai difiere nziali dXi 
dei valori reali non contemporaneamente nulli. Ne segue in 
particolare che il determinante delle Oi^ (di^sc riminante) deve es- 
sere differente da zero. 

Per maggior generalità noi potremmo anche supporre che 
l'elemento lineare sia una forma differenziale F^ di grado ni, 
anziché una forma quadratica, assumendo poi, per definizione, 

come lunghezza di una linea L il valore dell' integrale / \/F^ 
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esteso alla linea stessa. Queste metriche, o, come diremo talvolta, 
queste ipermetriche coincidono con le precedenti, nel caso che 
m = 2. 

Anche ora, se vogliamo supporre la metrica reale, dovremo 
ammettere che F^ sia una forma definita positiva dei diflferen- 
ziali d X, e in particolare quindi che m sia pari. 

Metriche miste. — Siano ora date più metriche definite ri- 
spettivamente dagli elementi lineari -4,, ^dg, ...., -4^ tali che le 
variabili, da cui dipende uno qualunque di questi elementi lineari 
siano affatto, distinte e indipendenti dalle variabili, da cui dipen- 
dono gli altri k — 1 elementi lineari. Se le forme differenziali 
^< (i = 1, 2, . . . ., k) sono dello stesso grado, l'elemento lineare 

A = ^If Ai (X, == cost.) 

definisce una nuova metrica, che è certamente reale, se le forme 
Al .... Ai, sono forme definite positive e le X sonò costanti po- 
sitive. Questa metrica si dirà una metrica mista o totale; le me- 
triche definite dagli elementi lineari Ai si diranno metriche 
parziali. 

Siano ora ffj, G», . . . ., Gjt dei gruppi di movimenti rispetti- 
vamente nelle metriche definite dalle ^,, -4., . . . ., Aj,. Le varia- 
bili su cui opera 6r, saranno quelle stesse, da cui dipende la 
forma u4,. Un gruppo misto f§ 4) (?, i cui gruppi parziali sieno 
rispettivamente dei sottogruppi di G,, G«, . . . . , (?», o eventual- 
mente coincidano con G^ ff^j • • • • ? ^*, è evidentemente un gruppo 
di movimenti nella metrica mista definita dall'elemento lineare A. 

Volume in una onetrica. — Sia S a,t da:/ d:rfc («, fc = 1, 2, — , n) 
l'elemento lineare definente una certa metrica in uno spazio S. 
Con I a.» I noi indicheremo il determinante delle a n, {discriminante 
della metrica): ciò non può portare ambiguità con la notazione 
usata per indicare il modulo di una quantità. Sia R una regione 



30 Capitnln Sfiroiìdo — § 6. 

di S. Noi chiameremo volume di R nella nostra metrica l'inte- 
grale del valore assoluto di 

\/ a a d .r, d .n d ,r„ . 

quando l'integrazione sia estesa a tutto 7?. Questa definizione 
non è che la generalizzazione della regola, con cui in geometria 
euclidea si calcolano i volumi. Ed è ben facile verificare che i 
volumi, cosi definiti, godono delle seguenti proprietà : 

1. // volume di una regione R è sempre positivo. 

2. Il volume di una regione R, somma di due regioni R!, /?•, 
è ugucde alla somma dei volumi delle regioni R\ R*, 

3. n volume di una regione R è indipendente dalla scella delle 
variabili coordinate. 

Quest'ultima proprietà si dimostra, ricordando la regola, con 
cui si trasformano gli integrali multipli, quando si cambino le 
variabili coordinate, e ricordando la proprietà invariantiva del 
discriminante di una forma quadratica, che si enuncia cosi: 

Se ^ atit d Xt d Xk = 2 bt^ dy^ dy^^ (essendo le x funzioni delle 
y), e se / è il lacobiano delle x rispetto alle t/, si ha : 

I 6,, I = I a,, I TK 

Angolo in una metrica. — Nello spazio euclideo due direzioni 
uscenti da un punto formano un angolo 9, il cui coseno è 
determinato senza ambiguità. La nota formola di Carnet per- 
mette di esprimere cos q? per mezzo di distanze geodetiche. Se 
infatti OAjOB sono i raggi uscenti da secondo le direzioni 
citate, & ^e A, B sono due punti (uno su ciascun raggio) si ha : 

OA^-{^OB^ — BA^ 

Più generalmente, per calcolare l'angolo qp di due curve qua- 
lunque, passati per un punto 0, si prendano due punti C, D (uno 
su ciascuna di queste due curve). Si avrà 

ov = oD = » 2 OC, OD 
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dove con O C^ D indico la lunghezza degli archi C, D 
delle due curve, i quali diventano infinitesimi dello stesso or- 
dine, e con CD la lunghezza dell'arco di geodetica CD. 

In una metrica generale, alla parola angolo di due linee noi 
non abbiamo dato finora un significato preciso. E se noi vo- 
gliamo conservare l'analogia con lo spazio euclideo, potremo 
assumere la seguente definizione: 

Angolo rp di due linee L, L' uscenti da un punto è queUo, 
che è dato dalla formola precedente, dove con C, D indico due 
punti, scélti uno su ciascuna delle linee L, L\ i quali si fanno 
tendere al punto come punto limite. 

L'angolo cosi definito resta determinato a meno del segno 
e a meno di multipli di 2 n. Per calcolarlo, useremo senz' altro, 
per brevità, il metodo infinitesimale. 

Se ^au^dXidx^ è l'elemento lineare della nostra metrica e 
a:,, ar< + d Xt, Xì-\-^Xì sono le coordinate del punto 0, e dei punti 
Cy D, che si possono supporre infinitamente vicini ad O, allora 
avremo, a meno di infinitesimi di ordine superiore, 

(7* = S «rt dXid rr», 
7)2 = lla,u^Xilx,, 
C D^ = ^ a^ (dXi — 5 Xi) (dx^ — 8 Xt), 

quando con «« si indichino i valori delle a^ nel punto (*) e 
quindi sarà 

2 «rt d Xi S Xk 

[2 ^<* ^^i ^ -^i \^ ^v S ^i S X, ' 

Dalla formola precedente si deduce tosto che l'angolo di due 
direzioni non muta, se si moltiplica l'elemento lineare per un 



(•) Neir ultima di quente tre iignaj^lìanzo ooii a,» noi dovroiiimo in- 
tendere i valori delle a,» nel punto 2>. Se però, come ftupponemmo, le fin, 
.sono continue in O, noi poBsiamo anche nella terza formola, come nelle 
precedenti, indicare con a,» i valori delle /?,» nel punto O, Gli infinitesimi 
così trascurati sono infinitesimi di ordine superiore. 



32 Capitolo Seconxìo — §§ fì-7. 

qualsiasi fattore finito M, funzione di a:, .r... . . . . r„ , ossia se si 

assume 

M 2 ff.t d Ti d :ì\ 

come elemento lineare. 

Se due spazii, in ciascuno dei quali è definita una metrica, 
sono in una corrispondenza biunivoca, che conserva gli angoli, 
si dice che i due spazii sono in corrispondenza conforme. In 
particolare dunque uno spazio, il cui elemento lineare è del tipo 

è in corrispondenza conforme con lo spazio euclideo, il cui ele- 
mento lineare è S rfa:J, quando si considerano come omologhi 
i punti di uguali coordinate. 

Osservazione. — I movimenti in una data metrica conservano 
evidentemente non solo le lunghezze, ma anche le geodetiche, 
gli angoli, i volumi. 

Osservazione. — Talvolta le variabili a^^ da cui dipende l'ele- 
mento lineare di una metrica, non si assumono come indipen- 
denti; e si suppone invece che esse siano legate da un certo 
numero di relazioni finite. Naturalmente si suppone allora che 
i differenziali d Xi siano legati dalle relazioni che si ottengono 
differenziando quelle assegnate nelle x. Le considerazioni su 
svolte per l' angolo di due direzioni, e la formola sopra trovata 
continuano a valere anche in questo caso più generale. 

f 7. — Classi partioolari di metriohe. 

Questo paragrafo è dedicato allo studio di alcune relazioni, 
che passano tra i gruppi di movimenti in certe metriche spe- 
ciali, e i gruppi di trasformazioni lineari intere omogenee su n 
variabili r,, rTj,, ...., .t^, che noi potremo considerare come coor- 
dinate omogenee in uno spazio lineare S. 

Noi studieremo dapprima un caso particolare, che ci servirà 
come preparazione allo studio del caso più generale. 
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Sia Ér un gruppo di trasformazioni lineari intere omogenee 
sulle Xiy le quali trasformino in sé stessa una forma V{Xi , oj^, ...,, a;,) 
di grado m nelle stesse variabili. Siano jy, e 2, due sistemi di 
variabili cogredienti al sistema delle a?,; p. es, le coordinate di 
due punti qualunque in S, Avremo evidentemente che 

se dalle y e dalle z si passa alle y', z' precisamente mediante 
una stessa di quelle trasformazioni, che mutano in se stessa la 
forma V. E di più la precedente uguaglianza sarà identica nei 
parametri X, (i. Se ordiniamo ciascuno dei due membri secondo le 
potenze di |i, e paragoniamo poi i coefficienti di [Ji*(/r=0, 1, ....,m), 
otterremo : 

Indicando i due membri di questa uguaglianza rispettiva- 
mente coi simboli F,{Zi]y^ e F,{z\\y'^, potremo scrivere la se- 
dente identità 

F.iZi^Vi) = F.{z\;y\). 

Osserviamo ora che i differenziali dxt formano un sistema 
di variabili cogrediente al sistema delle variabili a?,; cosicché 
dalla detta uguaglianza deduciamo in particolare: 

F.{dx,;x,) = F.{dx\:x\) 
(« = 0, 1, . . . . m). 

Dunque V espressione F,{dXi\x^, che è una forma differen- 
ziale di grado s, è trasformata in sé stessa dalle trasformazioni 
del gruppo G. 

Noi potremo ora fissare il fattore di proporzionalità per le 
coordinate omogenee Xt di un punto generico dello spazio S in 
guisa che la forma V{x^^ a?J acquisti un certo valore co- 
stante K non nullo: poiché le trasformazioni di G non mutano 
la forma V, le quantità j?'„ trasformate delle x per una trasfor- 
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inazione di G, soddisferanno ancora alla stessa relazione V(x')=^K. 
Dalla relazione V (x) =^ K si deduca il valore di una delle x, 
(p. es. della x^) in funzione delle altre variabili x (delle ajg, x^, ...., x,), 
che noi potremo riguardare come variabili indipendenti. Sosti- 
tuendo poi nella F^ (a?,: d a?,) alla x^ e alla d x^ i valori che se 
ne ricavano in funzione delle ajg, . . . •, o?^, da?g, . . . ., daj,, otter- 
remo una forma differenziale O. dello stesso grado in n — 1 va- 
riabili affatto indipendenti. 

Una trasformazione di G dà luogo così ad una trasformazione 
sulle sole variabili a?^, .... a?,. E queste trasformazioni formano 
chiaramente un gruppo F isomorfo a O (oloedricamente o me- 
riedricamente). Per il teorema precedente le trasformazioni di F 
trasformano in sé stesse le forme 4>,. Il gruppo T è dunque un 
gruppo di movimenti nella metrica, che si definisce assumendo 
una di queste forme O,, moltiplicata per una qualsiasi costante A, 
come elemento lineare. 

Noi abbiamo. qui assunto le x^yX^^ ....,.«, come variabili in- 
dipendenti: si potrebbero però assumere invece a variabili in- 
dipendenti le 5, = - ' (« = 1, 2, . . . ., n — 1). Con questa scelta 

Xn 

delle variabili indipendenti abbiamo il vantaggio che il gruppo G 
diventa un gruppo di trasformazioni ancora lineari (ma fratte) 
sulle variabili indipendenti ^i. 

Ma ora ci chiediamo : quando mai la metrica, cosi definita, è 
reale? ossia: quando la forma A O, è una forma definita e posi- 
tiva ? Ciò avviene allora e allora soltanto che h 4>, sia sempre 
reale e maggiore di zero per valori reali delle x^, . . . ., x^, e per 
valori reali non contemporaneamente nulli dei differenziali dx. 
Ma ora ricordiamo che h^, = h F,, quando si suppongano le x 
legate dalla 

e i differenziali dx legati dall'unica relazione (che si ottiene 
differenziando la V=^ K) 

dV=j:l^dx, = F,{dx;x) =0. 

i ^Xi 
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La forma h O, sarà dunque una forma definita positiva, se 
la forma h F, assume soltanto valori reali e positivi per valori 
reali delle a:,, e per valori reali non tutti nulli dei differenziali 
dXi (i = 1, 2, . . . ,, »), soddisfacenti alle precedenti equazioni. Ciò 
avviene (tutt' al più mutando il segno di h) soltanto quando sono 
soddisfatte le seguenti condizioni : la forma V sia a coefficienti 
reali; 8 sia un intero pari; la forma i^, (2/ a?) non si annulli mai 
per valori reali delle oj, e per valori reali, non tutti nulli delle 
Zy soddisfacenti alle due equazioni : 

V(x,) = K S l^z, = F, {z; X) = 0. 

Queste equazioni si deducono da quelle scritte più sopra, 
ponendo Zt al posto dei differenziali d Xf. 

In altre parole le condizioni necessarie e sufficienti affinchè 
la metrica considerata sia reale sono le seguenti: 

I. La forma V sia a coefficienti reali, 

li. 8 sia pari (p. es. « =- 2 1\ 

in. le varietà F, (z; x) = 0, F^ {z; a?) = (dove si considerino 
le z come coordinate correnti) non abbiano punti reali comuni. 

Questa ultima condizione si può interpretare geometricamente 
nel seguente modo, appena si ricordi che F^ {z; a?) =^ rappre- 
senta la (m — ^)"«"* varietà polare del punto {x) rispetto alla 
varietà F = 0. 

La forma F^t{àx;x\ considerata come elemento Rneare, defi^ 
nisce una metrica reale soltanto in quella regione (se pure esiste) 
dello spazio ambiente, i cui punti godono della proprietà che U 
laro iper piano polare e la loro (m — 2 ^) ••*"•• varietà polare ri- 
spetto aUa ipersuperficie F = non hanno punti reali comuni. 

Se m è pari, possiamo anche porre f = , intendendo, in 

modo conforme alle nostre convenzioni, che F^ (z; x) sia pro- 
porzionale a V (z\ ossia che la ipersuperficie V =0 sia la zero- 
esima varietà polare di un punto qualunque rispetto alla stessa 
ipersuperficie F = 0. Questo fatto ci interessa specialmente nel 



^ 
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caso che w = 2, ossia nel caso che Fsia una forma di secondo 
grado. Le metriche corrispondenti sono, come vedremo più a- 
vanti, le metriche a curvatura costante, che abbiamo già citato 
al § 6. Intendendo che le x siano variabili legate da una relazione 

V (x) = S atj, XtXi, = K (a^j,, K = cost.) 

dette metriche sono definite da un elemento lineare A V{dx)^ 
dove h è una costante. 

Insieme alle metriche ora citate, noi ne possiamo trovare 
altre, per cui il gruppo O è ancora un gruppo di movimenti. 
Le forme F^ (z; x) sono forme, la cui proprietà essenziale dal 
nostro punto di vista è quella di essere trasformate in se stesse 
da ogni trasformazione lineare che muta in sé stessa la forma 
V, appena si considerino le 0, x come variabili cogredienti. 

Se L (z; x) è una qualunque forma^ che gode di questa pro^ 
prietày allora evidentemente il gruppo G si potrà considerare 
come gruppo di movimenti della metrica, definita assumendo 
h L (dx; x) (h = cost.) come elemento lineare, e intendendo che 
le X siano variabili legate dalla relazione V (x) = K, Questa 
metrica sarà, come precedentemente, reale (se L ha coefficienti 
reali e se il grado di L nelle variabili 2 è un numero pari) in 
tutta quella regione dello spazio ambiente (ammesso che una 
tal regione esista), i cui punti x godono della proprietà che le 
iperffuperficie 

L{z;x) = 0, s|Tz, = 

(dove le z siano le coordinate correnti) »<mAaw«ojpw»tfrcaZtcomiiw. 
Osserviamo che facilmente possiamo determinare alcune forme 
L (z; x) trasformate in sé da ogni trasformazione di (r. Tale è 
p. es. la forma, che, uguagliata a zero, rappresenta (se si consi- 
derano le z come coordinate correnti) il cono proiettante da un 
punto X V intersezione di due varietà polari dello stesso punto x 
rispetto alla F = 0. Se il grado di questo cono è pari, e se esso 
oltre al punto x non contiene alcun altro punto reale, almeno 
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quando il punto x si trova in una certa regione li dello Bpaisio 
ambiente, allora la nostra metrica si potrà supporre reale in R. 

Applicheremo ora i risultati teste ottenuti ai gruppi T di 
trasformazioni lineari intere omogenee reali su n variabili 
jCi, 072, .•••} «X,, che al solito potremo considerare come coordinate 
omogenee in uno spazio 2, per il caso che non si sappia se il 
gruppo r considerato trasforma o non trasforma in sé stessa 
una forma V delle variabili x. 

Noi supporremo senz' altro che ogni trasformazione di T sia 
unimodulare, ossia che il determinante formato coi coefficienti 
di una qualsiasi trasformazione di T sia uguale all' unità. In tal 
caso^ se una trasformazione di F porta una forma delle varia- 
bili X in un'altra, gli invarianti della forma iniziale sono uguali 
ai corrispondenti della forma trasformata. E in particolare, • se 
la forma iniziale è quadratica, il suo discriminante resta inalte- 
rato per tutte le trasformazioni di F, 

Sia A ==lja(t)ixtì^Xt (a,» = a„) la più generale forma qua- 
dratica nelle x. Una proiettività di F porterà la forma A in uria 
forma -4' = S a'^ XiX^; i coefficienti a » di A' saranno funzio- 
ni lineari intere omogenee dei coefficienti a^ di -4, e il discri- 
minante I flft I di j4 sarà uguale al discriminante | a'a \ di A\ 

In altre parole, se noi pensiamo i coefficienti a,., come coor- 
dinate omogenee di uno spazio S a -,y^ 1 dimensioni, 

allora in questo spazio alle proiettività di F corrisponderanno 
delle proiettività formanti un gruppo 6r, isomorfo a F, il quale 
trasforma in sé stessa la forma V = \ a. . | delle variabili at. . 

Possiamo dunque applicare al gruppo G i risultati preceden- 
temente ottenuti. E in particolare deduciamo che nello spazio S 
il gruppo G si potrà considerare come gruppo di movimenti 
per la metrica definita dall'elemento lineare . 

h F^ [d a; a)=-h 2^ 1* '- 1'- ' àa,^d a,, (h = cost;), '- 
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quando si immagini che le a^ siano legate da una relazione 

I a» I = cosi. 

E ora importante trovare una regione B di S, in cui questa 
metrica è reale. Sia A una determinata forma quadratica defi- 
nita positiva delle x. Ridotta a forma canonica, essa sarà del 
tipo : 

a S osj (a = cost,). 

Per eseguire la riduzione a forma canonica, si sono trasfor- 
mate le X con una proiettività reale unimodulare, alla quale 
corrisponde una proiettività reale sulle a,» (in S)^ che trasforma 
in sé stessa la forma F = | a» | . Le forme F^ {z; a), F^ {z; a) 
diventano rispettivamente le forme analoghe costruite per la 
nominata forma canonica; e quindi, a meno di un fattore co- 
stante, sono date da: 

S {Zu Za — Zfjt) = 5 (S Zu)^ — 5 S 2« — S Za, 



s-^, 



w 



Ponendo F^ [z; a) = l' equazione F^ (z; a) == diventa 
I S 2rf, + S zh = 0. • 

E) limitandoci a quantità reali, ne deduciamo 

Za = 2*4 = 0. 

Le varietà F^ (z; a) = 0, F^ (z; a) = non hanno perciò punti 
reali comuni; e quindi si ha: Un gruppo qualunque di proiettività 
reali in uìio spazio 2 si può considerare come gruppo di movi- 
menti reali in una metrica esistente in uno spazio S e determinata 
da una forma quadratica differenziale. Questa metrica è real^ 
in una certa regione R di S. Lo spazio S è quello spazio, i cui 
punti reali corrispondono biunivocamente alle quadriche dello spa- 
zio 2^ che hanno un^ equazione a coefficienti reali. La li è quella 
regione di 2, i cui punti reali corrispondono ad ellissoidi total- 
mente immaginarii di S (ma che ciononostante hanno un'equa- 
zione a coefficienti reali), ossia a quadriche, la cui equazione si 
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ottiene uguagliando a zero una forma definita delle variaòili omo- 
genee coordinate in 2* 

Cosi p. es., se » = 2, al gruppo continuo (a tre parametri) 
generato da tutte le proiettività reali di una retta in se stessa, 
corrisponde una metrica, determinata da un elemento lineare del 
tipo: 

(h =« cost.) h (dfla da,^ — daL) 

dove a||, a^g, a^^ sono tre variabili legate da una relazione 

ajj — «11 <*22 = cost. 

Posto aj, = yi , an + «2« = 2 y,,, a^ — a^g = 2 y^, le y sa- 
ranno legate dalla: 

y\ + yì — yl^ cost. 

e l'elemento lineare in discorso sarà proporzionale a 

dtfi + dyl — dìfi. 

Questa metrica, per quanto abbiamo visto, si potrebbe anche 
dedurre dalla considerazione delle proiettività del piano in se 
stesso, che lasciano fissa una forma quadratica V(y)=^ifi-{-jfi — yj. 
Infatti, con questa definizione di F, si ha 

è F, {dy; y) = dyi + dyi-d yl. 

E in modo analogo, ponendo w = 3, 4, 6, 6 ... . troveremmo che 
il gruppo formato da tutte le collineazioni reali in uno spazio a 
2, 3, 4 ... . dimensioni si può considerare come gruppo di movi- 
menti reali in una metrica reale di uno spazio a 5, 9, 14 

dimensioni. 

Noi siamo giunti a queste metriche particolari, studiando 
come un gruppo proiettivo reale su date variabili x trasforma le 
forme quadratiche nelle variabili x; a gruppi analoghi, ma meno 
semplici, giungeremmo studiando come sono trasformate le for- 
me V di grado qualunque nelle x. L' ufficio, che nelle precedenti 
ricerche aveva il discriminante | a» | sarebbe compiuto da un 
qualsiasi invariante delle V. Non importa neanche di conside- 



40 Capitolo Secondo — §7. 

rare tutte le forme V di uno stesso grado. Basta limitarci a 

considerare un sistema di forme V^ tale che ogni proiettività di 

G muti una forma del sistema in un'altra forma del sistema 

stesso. 

Di questo principio generale faremo ora una applicazione 
specialmente importante. Sia T un gruppo qualunque di trasfor- 
mazioni lineari omogenee unimodulari complesse su n variabili 
5ij 5aj • • • -j 5». Potremmo applicare a F le precedenti considera- 
zioni; ma con ciò dovremmo nel caso attuale ricorrere a metri- 
che non reali. L' inconveniente si evita p. es. nel seguente modo: 
consideriamo Tinsieme delle forme Hermitiane F=Sa,4 5i5j, dove 
a^, = a^i , e dove con a% , ^J indichiamo le quantità immaginarie 
coniugate delle a», 5^? conformemente a una convenzione già fat- 
ta (§ 4, pag. 16). Il sistema di tali forme V, considerate come 
forme quadratiche della parte reale e della immaginaria delle 
variabili 5, gode precisamente della proprietà, cui più sopra ac- 
cennammo; che cioè ogni proiettività di F, considerata come una 
trasformazione lineare sulla parte reale e sulla parte immagina- 
ria delle §, trasforma ogni forma del tipo precedente in una 
forma dello stesso tipo. 

Prendiamo ora come coordinate omogenee (in uno spazio S a 
w* — 1 dimensioni) precisamente le a« (che son tutte reali, perchè 

a„ = Cu) e le -^~j — - , '* ^. . — ~ (che sono pure reali , poiché 

O'ik = «!*)• Ili questo spazio S noi otteniamo un gruppo G di 
proiettività reali che lascia fissa la forma F= | a» | . Se ne 
deduce, e. s., che nello spazio S noi otteniamo cosi un gruppo 
di movimenti in una metrica reale in quella regione R di S, i 
cui punti sono immagine di forme definite. 

In particolare, se m = 2, noi otteniamo un gruppo di proiet- 
tività in uno spazio a 4 — 1 = 3 dimensioni, il quale lascia ivi 
fissa la ipersuperficie 

^11 ^22 ^12 ^21 =^ ^' 

JtOStO ^j^j •— -^ '^l ? 22 ^"^^ 21 12 ~~~ 3 1 *^4J *^21 ' •^'S * ^4J 
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r equazione di questa ipersuperficie diventa 

Xi a:^ — (4 + ari) = 0. 

Poiché x^y x^j x^y x^ si devono intendere come coordinate 
reali, questa è precisamente una quadrica reale W, Il nostro 
gruppo diventa cosi un gruppo di movimenti per la metrica 
determinata da h {dx^ dx^ — da^ — rfo^) (A = cost.) dove le Xi 
sono variabili legate dalla relazione 

X\^ X^ ""■""■ X^ """" X4 COSl» 

E questa metrica è reale, se si <^k ad h un segno opportuno, 
in quella regione di S, formata dai punti interni alla quadrica W. 

Questa metrica, per quanto abbiamo visto nella prima parte 
del presente paragrafo, si potrebbe anche dedurre dalla conside- 
razione di quelle proiettività dello spazio, che trasformano in se 
la forma quadrica 

r ""^^ •*/ J X^ — — ^JJJ •^— ^^ ^ 

In tal caso è infatti 

J F^ {dx; X) = dxi dx^ — dxl — d^rj. 

In modo analogo j ponendo n = 3, 4, . . . ., troveremmo che il 
gruppo formato da tutte le collineazioni complesse in uno spazio 
a 2, 3, ... . dimensioni, si può considerare come gruppo di movimenti 
reali in una metrica reale di uno spazio a 8, 15 .... dimensioni. 

§ 8. — X gruppi iperfiioluiiani. 

Neir ultima parte del precedente paragrafo abbiamo studiato 
i gruppi più generali di trasformazioni lineari intere omogenee 
su n variabili, a coeificienti reali o complessi. Nella prima parte 
abbiamo studiato il caso particolare di un gruppo G di tra- 
sformazioni cosifatte, il quale trasformi in se stessa una for- 
ma V (Xi, X^, . . . ., x„). E abbiamo visto che, se le trasforma- 
zioni di G sono reali, esse si possono considerare come movi- 
menti reali in una metrica, in cui sono variabili coordinate le 
?i(i = l,2,....,«-l). 

Xa, 
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A im risultato analogo vogliamo ora giungere nel caso di 
gruppi G di trasformazioni lineari intere omogenee, reali o com- 
plesse, sulle n variabili x. 

Comincieremo dal caso più importante di un gruppo G iper- 
tìichsiftiio intero, di un gruppo cioè, le cui trasformazioni lasciano 
ili variante una forma Hermitiana 

Sia P una trasformazione generica del gruppo G. Se le y, 
sono un sistema di variabili cogredienti alle x, allora, quando 
le Xt subiscono una trasformazione P di G, le yj subiscono la 
trasformazione Po, i cui coefficienti sono immaginarii coniugati 
dei coefficienti omologhi della P. Quindi la forma 

S aa Xi y? 

resta trasformata in sé stessa. Per simmetria anche la forma 
2 a« ifi 3^ resta trasformata in sé stessa ; e altrettanto avverrà 
dunque della 

S a„ i/t x^ S au Xi y?. 

Questa espressione é evidentemente reale per tutti i valori 
refluì e complessi delle variabili x, y. Supponiamo che le Xy y 
siano coordinate di due punti dello spazio ambiente ; e immagi- 
niamo (\n modo analogo a quanto si fece più sopra per le va- 
rietà algebriche^ che sia 

S au X, xH = K ^^ _ ^^^^ j.^^j^^ 
i a« yi //? = K 
\j esprertsione 

A = h (^l'^y^ ?? S «« Xi y" _ A 

(h = cost. reale) 
è reale per tutti i sistemi di valori reali e complessi delle x, y 
ed h trasformata in sé stessa dalle operazioni di (?. Questa 
etspresHÌone è chiaramente omogenea di grado nullo nelle a?,, t/<, 
*t?f, y\: quindi essa é fui;izione dei soli rapporti 

^n Un 
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e dei rapporti immaginarii coniugati. Posto quindi: 



^- (< = 1,'2,....,«-1), 

Uh 

la espressione A diventa una funzione reale delle u, v, u, t?, che 
noi indicheremo con A {u, v; u, v), e che non muta di valore, 
scambiando w, v con u, v» Al gruppo G di trasformazioni sulle 
X corrisponde un gruppo, che indicheremo ancora con G, di 
trasformazioni lineari fratte sulle $, il quale è un gruppo iper- 
fuchsiano (fratto) (§ 4, pag. 16) (*). Il gruppo G individua natural- 
mente un gruppo, che ancora indicheremo con G, e ancora chia- 
meremo iperfuchsiano (**), di trasformazioni reali sulle u, v, 
le quali lasciano invariata la A {u, v; u, v)* 

Se noi supponiamo che le y siano infinitamente vicine alle 
Xy e poniamo g, = 5< + dS*, la 

(( S«««IcS? + % ««.5? 4- Sa,. §,+ «.,) (S au 5, 5r +S a^ Sr+ Sa,,5, + aj) ^ 
si riduce, a meno di infinitesimi d'ordine superiore, alla: 

(S a, ?, Sr + S a., 5r + S a;, S, + a..)* 

che è una forma diiferenziale quadratica delle dg, d^". 

Ed evidentemente quindi, se noi in A (w, v; m, t?) poniamo 
u = u -\- dUfV = V -\- dv, \bl A si riduce a una forma differen- 



(•) Esso trasforma io sé Htestwi 1' equazione (cfr, fonimla (5), $ 4) : 

S a„ §,§r + S <^n, fr + S al, f, + «., = 0. 

I 1=1 1=1 

(••) Ciò non può generare evidentemente alcun errore. 
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ziale quadratica nei du^ dv (a coefficienti reali). Noi potremo 
assumere una tale forma come elemento lineare in una metrica 
dello spazio a 2 (n — 1) dimensioni, in cui le w, v sono coordi- 
nate non omogenee. 

Il gruppo G diventa un gruppo di movimenti reali in que- 
sta metrica. 

Per riconoscere poi quando questa metrica è reale, comin- 
cieremo coli' osservare che due forme Hermitiane, da una delle 
quali si passi all' altra mediante una trasformazione lineare sulle 
variabili indipendenti, definiscono due metriche, i cui elementi 
lineari sono forme equivalenti; queste metriche sono perciò con- 
temporaneamente reali, o non reali. Di una tale trasformazione 
lineare ci potremo servire per ridurre la nostra forma Hermi- 
tiana Q = S a„ Xi xt a forma canonica. Per far questo si ope- 
rerà in modo analogo a quanto si fa per le ordinarie forme 
quadratiche. Si ha l'identità 

n 

Q = ^auXia^ = a^ y^ ìj\ + Qi 
dove 

2/i = a?! 4- - ^2 -4- a^j, -+-....+ - Xti 
«11 «11 «11 

e Qi è una forma Hermitiana delle sole n — 1 variabili ^r^, ;r3, 

n 

.,.,, Xnj che potremo indicare con ^ 6„ Xi x^ dove 

7, __ ^ ^.i «u (fu (In — ^a «w 

«Il «Il 

Sulla Qi potremo usare un procedimento analogo, ponendo 

Qi = 622 Ui //5 + Q3 



dove 



2/jj X^ Il ' '^'^ • • • • I j^ ^n 

O22 t>22 



e Q3 è una forma delle sole variabili 0:3, x^, . . . ., x^ 
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Così proseguendo, otterremo infine una formola del tipo : 

(8) Q = S Oi 2/^ 2/? (a = cost.) 

dove le j/i sono nuove variabili, legate alle x da una trasforma- 
zione lineare unimodulare. In particolare si avrà 

a, = o„, «, = 6„ = ?n_«?A=_«»_?». , ecc. 

Affinchè poi Q abbia, per valori non tutti nulli delle va- 
riabili indipendenti, sempre uno stesso segno, le a dovranno a- 
vere tutte lo stesso segno. E in particolare «„ dovrà avere il 

segno di " ???-~. >« ^ . Permutando gli indici 1, 2, . . . ., n^ tro- 

veremo che affinchè Q abbia sempre uno stesso segno è condizione 
necessaria che le a^ abbiano tutte uno stesso segno e che le quan- 
tità au a„ — ttfl a„ siano tutte positive. 

Premesse queste osservazioni, ritorniamo alle nostre metriche. 
Per quanto abbiamo detto, noi potremo supporre la nostra forma 
Hermitiana ridotta alla forma canonica (8). 



Ponendo 5< = (*= 1? 2, . . . ., w — 1), l'elemento lineare della 



metrica corrispondente sarà del tipo: 



(2a,5,§? + J 



H fatto che nella formola precedente i coefficienti a, non 
hanno un ufficio simmetrico dipende da ciò, che noi abbiamo 

assunto i rapporti ^* a variabili coordinate. Se noi invece aves- 
simo scelto come variabili coordinate le 

Vi Vi Vi Vi Vi 

avremmo ottenuto un elemento lineare equivalente. 
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Le metriche definite da tutti questi elementi lineari, che noi 
diremo metriche aggiunte alla metrica sopra definita, sono con- 
temporaneamente reali, o non reali. 

Se poi assumiamo nell'elemento lineare sopra scritto come 
nuove coordinate delle quantità X< §< , dove le X, sono opportune 
costanti, riconosciamo tosto potersi supporre che tutte le a,, siano 
uguali a + 1, senza che con ciò si diminuisca la generalità. 

Il numeratore dell' elemento lineare sopra scritto è una forma 
Hermitiana P delle variabili df,; se la metrica, che ne viene 
definita, è reale, questa forma P deve avere sempre uno stesso 
segno: il segno di h. 

Per i risultati dimostrati più sopra, il prodotto di h per il 
coefficiente di d 5, d ??, cioè la quantità h a, (a, 5* 5? — S) (dove si 

a-l 

è posto S = 2j^i^i^i+ *») deve essere positiva per i = 1, 2, ...., n - 1 . 
E le quantità 

A- a,a,(a, ?, ?? - S) (a, 5,?? — S) - a; a? 5? ;? 1 1 = 

dovranno essere tutte positive per Ì4:Z, i, Z = 1, 2, , n — 1. 

Ripetendo ragionamenti analoghi per le metriche aggiunte, 
che, come sappiamo, sono reali o non reali contemporaneamente 
alla metrica ora studiata, troviamo che le quantità 

* a, (a, 5, gr - S), h^ a, a, S(S — a, ?, ?? — a, ?, ??) (itl^ 

devono essere tutte positive per i, l =1,2, ...., w, quando si 
convenga di porre g, = 5j = 1. 

Poiché il nostro elemento lineare non muta, quando si cambii 
il segno di tutte le a,, potremo supporre che S sia positivo nel 

punto (5i, 5«? j S—i)? che si considera. Io dico che, se due delle a, 

p. es. le a,, a^, sono positive, anche tutte le altre costanti a sono 
positive. Se infatti fosse ol^ <[ 0, dai precedenti risultati dedur- 
remmo che le quantità 
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debbono essere positive. Dalle due identità 

B^.n{—oL,^,ll — A\ C^h (a, 5. 5t + a, S, R — «s 5. S + A) 

si ricaverebbe rispettivamente, ricordando le nostre ipotesi, e 
ricordando che ^ > 0, 

A < A > 0. 

La contraddizione ottenuta dimostra il nostro teorema. 

La nostra metrica può dunque essere reale soltanto nei se- 
guenti due casi. 

l.o Le a hanno tutte lo stesso segno. Potremo supporre che 
tutte le a siano uguali a + 1. Dovrà essere A <! 0. Si verifica 
facilmente che in tal caso la nostra metrica è reale (*). Essa si 
dirà metrica HermiUana ellittica. 

2.® Tutte le a, eccetto una, che si potrà supporre essere la a„, 
hanno uno stesso segno. Potremo porre 

*i == *2 "=•••• = ^«-1 = — 1 «« = + !• 
Per i risultati trovati dovrà essere h(l — iS) > e quindi 
A >0. Di più S ed ^-|-5,§;_l = _g,5J_....-g,_,e;., 
dovranno avere segno contrario. La nostra metrica è reale quindi 
al più nella sola regione, in cui 

- 5 = s, §r + . . . . + 5- K — 1< 

ossia 

a-l 

S («? + »;)<! 

È poi evidente che in questa regione la nostra metrica è 
proprio reale. Una tale metrica si dirà Hermitiana iperbolica. 

Vedremo più avanti che, nel caso n = 2, le metriche Her- 
mitiane sono metriche a curvatura costante. 



(*) Infatti se a, ^; a?f , ,v< (t ^= 1, 2, . . . ., » — 1) sono quantità com- 
plesse qualsiasi, si ha: 

n terzo membro di questa disuguaglianza, che è una forma Hermitiana 
delle a, p, non è mai negativo. Quindi S ar, ar^ S y* Ut > S a?# y? 21 < jf^ 
Ponendo rispettivamente ^< e d^t al posto delle X( , y, , si deduce la ve- 
rità dell'affermazione del testo. ? 
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Le precedenti considerazioni bì possono generalizzare nel modo seguente: 
Sia dato un gruppo G misto ($ 4) di proietti vita, ogni trasformazione 
del quale sia prodotto di una trasformazione parziale P lineare intera 
omogenea su certe variabili Xj, o^, . . . ., a;, e di unMiltra trnAfomiazione 
parziale P^ lineare intera omogenea su nuove variabili ;?,, jfj, ....,«, , 
indipendenti dalle x. Il gruppo 6 trasformi in sé stesso il polinomio F(j, 5), 
che supponiamo omogeneo e di grado k tanto nelle ar, quanto nelle z. 

Siano 5> C ^^^^ nuovi sistemi di variabili cogredienti rispettivamente 
alle Xj z. Il gruppo G trasformerà in sé stessa l'espressione 

ohe è una foima di grado zero, tanto nelle x, che nelle $, s, ^, ossia è 
una funzione dei soli rapporti 

ì' 1' i ' i (t = l,2, ....,*-!). 

Assumiamo i rapporti -' , ' come coordinate non omogenee 

Un Vif ' ' ' -, y—1 ««'ij Wo» y »^-i 

in uno spazio 8 & 2 (n — 1) dimensioni. 

Se i rapporti |* , )^* sono infinitamente vicini ai rapporti -'- , ' in 
guisa che si possa porre: 

E r 

V- = Vt -^ ày, ^^ = Wt + dw, , 

allora la A diventa una forma differenziale, che si può assumere come 
elemento lineare di una metrica. Per questa metrica il gruppo G, oonsi- 
demto come gruppo di trasformazioni sulle t/, ir, sarà un gruppo di movi- 
menti. L' elemento lineare sarà a coefficienti reali, e il gruppo G sarà un 
gruppo di trasformazioni reali sulle y, te, se la Fé una forma a coeffi- 
cienti reali, e se le proietti vita P, Pj sono a coefficienti reali. 

Se ciò non fosse, supporremo che la forma V non muti di valore, 
scambiando le x con le e^ e mutando ogni coefficiente nella quantità im- 
maginaria coniugata. Supporremo di più che una proiettività P si muti 
nella conìspondente Pj, quando si sostituiscano le z alle r, e ai coeffi- 
cienti di P si sostituiscano gli immaginarli coniugati. Si prendano allora 

in 8 come coordinate le variabili « = ^— f — , t; =»= - ^ i- . Tanto l' ele- 

mento lineare citato, quanto il gruppo di trasformazioni, indotto da G sulle 
«, V sono ancora a coefficienti reali. La metrica è poi reale, se Pugiuiglianza 

y{^,o vii^) = vix,^) v{i:,z) 

(dove si suppongano le z, ^ immaginarie coniugate delle ìT, f ) é soddisfatta 
soltanto per x =^ ^ {e quindi jg ^1^ l^), o per valori nulli di tutte le Xj o 
di tutte le ^. 
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Capitolo Terzo. — Le metriche a curratura OMtante 
e le metriche Hermitiane. 

§ 9. ^ Definizione delle metriohe e ourvetiira ooitante. 

Nel § 7 (pag. 33 e seg.) abbiamo, tra l'altro, visto come da 
ogni forma algebrica V(Xx . . . . a:„) a coefficienti reali si possa 
partire per definire delle metriche speciali: in particolare si può 
supporre che V sia di secondo grado. Otteniamo cosi delle metri- 
che, che hanno ricevuto il nome di metriche a curvatura costante. 
Le metriche di Bólyai e di Riemann (§ 6, pag. 24 e 26) sono 
(come vedremo al § 10, pag. 64 e 6Ó) appunto metriche a cur- 
vatura costante, nel senso teste definito (*). 

Secondo tale definizione, partendo dai principii generali espo- 
sti al § 7, vediamo che, indicando con Funa forma quadratica, 
le metriche a curvatura costante hanno un elemento lineare 
del tipo 

d s' = h V(dXi, dXi, . . . .j dXn) (A = cost.) 

dove le a?, sono coordinate in uno spazio S Q> n — 1 dimen- 
sioni legate dalla 

V{Xx, Xij .. . ., a?,) = K (K = cost.) 

Come abbiamo trovato al § 7 (pag. 39 e seg.), queste metriche 
hanno per n = 3 e per n = 4 un' altra importante applicazione. Il 
gruppo delle proiettività reali (complesse) su una retta, su cui a?i, OJt 
sono coordinate omogenee, si pensi come operante sulle forme qua- 
dratiche (Hermitiane) a a^ + 2 6 aj» a?, + e j^ [a aJi ajj + (P -f i T) ^i ^ + 
+ (? — if) x^x^i + 5x2 ^]' Esso dà luogo cosi ad un gruppo O 



(*) Anche la metrica euclidea aì dice essere a curvatura costante. 
£gsa è im caso limite delle metriche di Bóltai e di Riemann. Anche 
e»8a rì potrebbe, voleudo, definire partendo da una forma V quadratica 
(nelle coordinate di iperpiano). La V sarebbe però una forma degenere; 
e la F ^ rappresenterebbe il cosidetto assoluto. 
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di trasformazioni proiettive sulle a, h^ e (a, p, y, 8). Pensiamo le 
a, bj e (a, ^, y, 5) come coordinate omogenee nel piano (nello spa^ 
zio), n grappo G trasforma in sé stessa la conica a e — &' = 0(la 
quadrica a8 — (P + iy) (P — iy) = a8 — p* — y*=»0), ed è un gruppo 
di morimenti nella metrica a curvatura costante definita da que- 
sta conica (quadrica). 

Ora noi ci chiediamo : quando può la metrica definita da una 
forma quadratica essere una metrica reale f 

Per i risultati del § 7, la metrica sarà reale nella regione R 
(se pure esiste) di S, i cui punti hanno un iperpiano polare, che 
non interseca in punti reali la quadrica V = 0. Una tal regione 
esiste soltanto in due casi: 

1.^ La forma V (a coefficienti reali) è una forma definita, 
cosicché F = è r equazione di una quadrica totalmente imma- 
ginaria. In tal caso con un cambiamento lineare reale di va- 
riabili noi possiamo ridurre la V alla forma + (^ + ^ + •••• + ^\ 
La regione S coincide con V intero spazio S; e la nostra me- 
trica sarà definita da un elemento lineare 

ds* ^=h* {dafi -{- d off + .... + dxl) {h = cost. reale) 

dove le x sono variabili legate da una relazione, che possiamo 
supporre, setica diminuire la generalità, essere la 

^i + ^ + .... + a?i = 1. 

Una tal metrica si dice ellittica. Come vedremo al § 10^ a 
questa classe di metriche appartiene la metrica di Riemann (§ 6, 
pag. 25). 

2.® La quadrica F= 0, pure contenendo punti reali, non è 
rigata. Con un cambiamento lineare reale di variabili, la F è 
riducibile al tipo + (^ "•" ^ "+"•••• + ^I-i — ^«)- ^* regione R, 
ili OHI la nostra metrica è feale, è la regione formata dai punti 
intemi alla quadrica F"*0. In tal regione noi potremo supporre 
le X legate dalla 

F(a:) = «; — 0^ — fl?; — . . . . — a4.t — 1, 
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e l'elemento lineare sarà del tipo 

h(dxl — dixfi — — dicl_i) 

dove h è una costante. Noi naturalmente dobbiamo scegliere la 
h in guisa che questo elemento lineare sia una forma positiva. 
Ora dalla F (a?) = 1 si trae differenziando x^dx^ — XtdXt — . . . • 
— Xn-idXn-i'^ 0. Quindi i dx sono proporzionali alle coordinate 
di un punto B, posto suU' iperpiano polare del punto (x) rispetto 
alla quadrica F == 0. Ma per ipotesi il punto (x) è intemo alla 
F = 0. H punto B è quindi estemo alla F =« e perciò 

dxl — dafi — .... — d flcj_i < 0» 

Noi dunque dovremo prendere come elemento lineare la for- 
ma differenziale 

ds^ =^h^ {dafi-\- . . ..-h d xi^^ —dai) (* =* cost. reale) 

Una tale metrica si dirà iperbolica. Come vedremo (§ 10), a 
questa classe di metriche appartiene la metrica di Bólyai (§ 6, 
pag. 26). 

§ 10. — !■• rappreientazioni conformi delle metriche • eurvatiwa 
costante ra ano epazio enclideo. 

Vogliamo ora dimostrare che tra uno spazio a cui^atttfft OO- 
stante ellìttico o iperbolico a w — 1 dimensioni e uno spazio 
euclideo pure a n — 1 dimensioni si può sempre porre una cor- 
rispondenza conforme, ossia una corrispondenza ohe conservi gli 
angoU (§ 6, pag. 82). 

Cominciamo dagli spazii ellittici. Sia S un tale fipaedo> a 
n — 1 dimensioni, il cui elemento lineare sia 



(10) d8^ = h^ J: dxi (ft — cost.) 

dove le x sono costanti legate dalla: 
(U) asj + . . . . + a^ - 1, 
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Consideriamo uno spazio euclideo, in cui le x sono coordi- 
nate cartesiane ortogonali. Esso avrà un elemento lineare ^ :r^ -j- 
. ... ■\- dodi. La (11) sarà in questo spazio l'equazione di una 
ipersfera J col centro nell' origine^ e con raggio uguale all'unità. 
A ogni punto di J corrisponde un punto di S; e la distanza di 
due punti infinitamente vicini di J è per la (10) proporzionale 
alla distanza dei due punti corrispondenti di S. E quindi anche 
r angolo di due direzioni poste su J" è uguale all'angolo delle 
direzioni corrispondenti poste su S. Osserviamo però che, se noi 
continuiamo a considerare in 5 le ^ come coordinate omogenee, 
e quindi come non distinti un punto (a?i, a?,, . . • ., a:?,) e il punto 
( — a?!, — 072, ... ., — ^«)j ^ ^^^ stesso punto di 8 corrispondono 
due punti di J diametralmente opposti. Se vogliamo avere tra 
S e J una corrispondenza biunivoca, dovremo considerare sol- 
tanto un emisfero di J, o, più precisamente, una regione R di Jy 
ì cui punti soddisfino per es. o alla: 

a:, < 0, 
oppure alle due relazioni 

a:,-. < a;. = 0, 

oppure alle 

^-« < a:.., = a:, — 0, 

oppure alle 

a:.., < 0?^, = a?,., = a:. = 0, 

oppure ecc. ecc. 

Ora ricordiamo che, proiettando stereograficamente una iper- 
sfera Jda un suo punto sull'iperpiano n tangente a J nel punto 
diametralmente opposto, si ottiene una rappresentazione di J su 
uno spazio euclideo tc, che conserva gli angoli. Noi proietteremo 
dunque stereograficamente la nostra ipersfera dal punto (0, ..., 0, 1) 
sull'iperpiano a?, = — 1. Per determinare un punto di questo 
iperpiano t^ basta dame le prime n — 1 coordinate, in quanto che 
si sa a priori che la Xn di un punto di ti è uguale a — 1. E noi 
indicheremo queste « — 1 coordinate con Su Ss, .•••, §«-i, p^ 
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evitare ogni ambiguità. Per la nostra proiezione stereografica 
a on ponto (a?i, u?g; . . . ., a?») di J corrisponderà in tc il punto di 
coordinate: 

(12) fe = ^^ 0' = 1,2, ...., n - 1) 

E a un punto di questo iperpiano w, di coordinate 5i, 5«j ••••7 Sn-u 
corrisponde sull' ipersfera il punto di coordinate 

(13) ^'=^ C;-i,2 ,»-i), *--f^, 

dove abbiamo posto: 

(13)' ii = Se. 

/si 

Indicherò d' ora innanzi in questo paragrafo con 1 un indice, 
che varia da 1 ad n, con j un indice che varia da 1 ad n — 1. 
Le (12), (13) danno una corrispondenza biunivoca tra i punti di 
J e quelli di w, e quindi anche una corrispondenza (1,2) — non 
biunivoca — tra i punti (x) dello spazio non euclideo /Sei punti (S) 
dello spazio euclideo ic. La metrica esistente in S h definita dalle 
(10), (11): la metrica esistente in tc è definita dalla d«*=«Sd5. 
La corrispondenza cosi stabilita tra iS e tc è una corrispondenza 
conforme (che conserva gli angoli). Ciò risulta da quanto ab- 
biamo detto fin qui; e si può verificare direttamente, perchè le 
(13) danno: 

I due elementi lineari differiscono solo per un fattore finito : 
ciò che dimostra il nostro asserto. 

Al nostro risultato si può dare anche un'altra forma. Se noi 
cambiamo coordinate nello spazio S^ assumendo in luogo delle 
n coordinate a:, legate dalla (11), le w — 1 coordinate indipendenti 

(12)' n, = èS,»r^^^. 

l'elemento lineare A* S dicf di 5 diventa , . , .f ^'^. ^ ^-^ 
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Besta eosi in partieolare evidente che la metrica di Biemann, 
eitata al § 6 (pag. 26), è proprio, come avevamo già enunciato 
al § 9 (pag. 49), una metrica ellittica a curvatura costémée, 

Bicordiamo ancora che, non considerando noi come distinti 
in S un punto (Xf) e un punto ( — a:,), la corrispondenza tra S 
e w è una corrispondenza (1, 2). Questa corrispondenza si può 
rendere biunivoca, se noi consideriamo soltanto quella regione p 
di IV (immagine della regione R di J), i cui punti soddisfanno 
alla |> < 4, oppure alle p = 4:, S—i < 0, oppure alle j> = 4, 
5—1 =« 0, S„«, < 0, ecc. ecc. 

Con queste convenzioni dovremmo però rinunciare alla con- 
tinuità della corrispondenza; e noi perciò non le adotteremo. 

A un punto (ov) corrispondono dunque i due punti 

Per due punti (^)) e (5'j) corrispondenti a uno stesso punto di S 
si ha quindi: 

" ^ rr = I": = •••• == -$''._. 
s5';-sf; = i6(4^§, = 16. 

I due punti (5^), (5'j) sono dunque allineati col centro del- 
l' ipersfera 2 5? ~r ^ = 0? ® il prodotto delle distanze da essi al 
punto è uguale a 4; il centro è interno al segmento con- 
giungente i due punti. Tutto ciò si può riassumere dicendo che 
i punti (i'j) e (5'^) si corrispondono nelF inversione per raggi vet- 
tori reciproci, che lascia fissi i punti dell' ipersfera (immagina- 
ri») S 5 + 4 = 0. (Ofr. la nota a pag. 67 e seg.). 

Quelle linee di S, i cui punti soddisfiano a n — 1 equazioni 
lineari omogenee indipendenti sulle x, sono rappresentate su J da 
cerchi massimi, vale a dire da cerchi che tagliano in punti dia- 
metralmente opposti l'intersezione di J con l'iperpiano a?» = 0. 
Poiché nella proiezione stereografica di J su n^ i cerchi (come 
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è ben noto e del resto facilmente si verifica mediante le (12), 
(13)) si proiettano in cerchi, avremo che le linee suddette hanno 
sn 7z per immagine dei cerchi, che tagliano in ponti diametral- 
mente opposti la ipersfera j9 s» 4. Osserviamo che l' asserzione : 
il cerchio C taglia in punti diametralmente opposti Viperèfera 
|i =^ 4, equivale all'altra: iZ cerchio C taglia ortogonalmente Vi- 
persfera j> -f- 4 =» 0. JEf viceversa (*). L' ipersfera p -{- 4: = è però 
immaginaria. 

Studiamo ora gli spazii iperbolici S, il cui elemento lineare è 
(10)' d$'^h'(dcci'{'dai-^....'{-da)l^,— dxl) (A = co^t. reale) 
dove le x sono variabili legate dalla: 

(liy a?: - (al + a;5 + . . . . + ed.,) - 1. 

Osserviamo che, se noi definiamo mediante le (13) n quantità 
X in funzione di n — 1 variabili indipendenti {, le quantità x 
cosi ottenute, sono, in virtù dei calcoli precedenti, legate dalla 
sola (10); e le forme S dodi, S dS* differiscono per il fattore 

[ — Tj^j dove i> =» S §J. Quindi, se poniamo nelle (13) — \/ — 1 x^ e 

\/— -1 ^ al posto delle a^, 5^ {j^n\ riconosciamo che le quantità 
X definite dalle 

Hono legate dall' unica relazione (11)', e ohe si ha identicamente 

ft' (da:? + . . .-. -I- dxU - djoVi =A' [^;^:-: ^^^_^ *^^^) ' 



(•) Infatti le condizioni affinchè un ceiThio jp* + y* + i/ a? -^-/y -f- fc *= 
tagli ortogonalmente il cerchio x* -4- y- — a = 0, o tagli il cerchio 
^* ^ 2^< -+- a = in punti diametralmente opponti, ai esprimono ambedue 
mediante la stessa equazione A sb a. 
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Le (12) diverraimo poi: 

(16) ^"^3^ 0'=-l,2,....,«-l). 

Dalle (14), (16) si trae che valori reali per le 5 corrispondono 
a valori reali per le Xy e viceversa. Le (14), (15) individuano una 
corrispondenza conforme reale tra lo spazio iperbolico S^ e uno 
spaziò euclideo tt, in cui le ^ sono coordinate cartesiane orto- 
gonali. Un punto (5^) di tc individua il punto (x^ di >S*; ma ad 
un punto (a^i) di S corrispondono in generale due punti (5'^) e (§",) 
di 7c. Lifatti un punto {x^ non si deve in S considerare distinto 
dal punto ( — x^] e per le (16) a questi due punti non distinti 
corrispondono in n due punti distinti, le cui coordinate sono 
date dalle: 

Per due punti di n corrispondenti a un medesimo punto di S 
si ha quindi: 

fi ^ i i ta t n-l 

S 11 S 5'7 = 16. 

Vale a dire: a uno stesso punto di S corrispondono due punti 
di iZj posti su uno stesso raggio uscente dal centro dell' ipersfera 
S SJ == 4, e tali che il prodotto delle loro distanze dal centro 
di questa ipersfera è uguale a 4. In altre parole questi due punti 
sono trasformati l'uno dell'altro nell'inversione per raggi vet- 
tori reciproci, che trasforma in se stesso ogni punto di questa 
ipersfera. Se noi dunque ci limitiamo a considerare quella re- 
gione di 7c, che è intema a questa ipersfera, la nostra rappre- 
sentazione diventa una rappresentazione biunivoca, pure restando 
continua. Questa ipersfera si chiama V ipersfera assoluto, perchè 
è l'immagine della quadrica 

V^xÌ + .... + xl.,^xl^O, 
la quale si chiama quadrica assoluto in quanto che essa è, come 
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vedremo al § 12, l'immagine dei punti di S, che nella nostra me- 
trica sono a distanza infinita. 

Anche qui i nostri risultati si possono interpretare in un'al- 
tra forma, dicendo che l'elemento lineare di una metrica iper- 
bolica, quando si prendano a coordinate indipendenti le 

(IB)' 
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Le linee, che in S sono rappresentate da n — 1 equazioni 
lineari omogenee indipendenti tra le x^ hanno per immagine in 
« dei cerchi, che tagliano in punti diametralmente opposti V iper- 

sfera immaginaria S ^i -|- 4 = 0, o, ciò eh' è lo stesso, che tagliano 

j 

ad angolo retto Vipersfera assoluto (reale) 

s s; = 4. 

Nel caso delle metriche ellittiche si può pure parlare di iper- 
sfera assoluto: una tale ipersfera è, nelle precedenti notazioni, 
l'ipersfera S 5/ -f- 4 = 0; e quindi è, come abbiamo già detto, 

totalmente immaginaria. 

Faremo ancora un' osservazione importante. Se lo spazio eu- 
clideo immagine tc è rappresentato conformemente su un altro 
spazio euclideo 5 (*), esisterà evidentemente una rappresentazione 
conforme tra lo spazio iperbolico ^S' e il nuovo spazio euclideo 5. 



(*) Ricorderò brevemente le proprietà fondamentali delle rappresen- 
tazioni conformi di due spazii euclidei «, s' a h — 1 dimensioni V uno sul- 
l' altro. Siano J5< , 5< coordinate cartesiane ortogonali rispettivamente in 
«, 9* (t ae 1, 2, . . . . , n — 1). Una tale rappresentazione è p. es. la tra- 
sformazione T definita dalle \i=^xt . 

Tutte le altre rappresentazioni conformi di « su »' saranno trasfor- 
maziom del tiiK> T U, dove r?" è una trasformazione conforme generica 
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Indichiamo con yi, y», • • . «j y«-i coordinate cartesiane ortogo- 
nali in 5; e studiamo il caso, specialmente notevole, ohe Fiper- 
fifera assoluto di n abbia in 5 per immagine un iperpiano, che 
sarà detto iperpiano assoluto. Dalla teoria della inversione per 
raggi vettori reciproci si sa che una rappresentazione conforme 
tra i due spazii euclidei tc e S, che all'ipersfera S 5J — 4 = 



dello spazio • in sé stesso. S^tudiamo queste trasformazioni U. Si dimostra 
(cfr. Bianchi, « Lezioni di Geometria diiferenziale )>, 2> edizione, voi. I, 
pag. 375-376. Pisa, Spoerri) coi metodi della geometria differenziale, che, 
se « >• 3, ogni trasformazione U conforme reale dello spazio « in sé stesso, 
o è nn puro movimento, o è una pura similitudine, o è un' inversione per 
raggi vettori reciproci, oppure è prodotto di più trasformazioni dei tipi 
qui ricordati. £ ricordo che, come già si è osservato più sopra nel testo 
(pag. 54 e 56), si dice inversione per raggi rettori reciproci rispetto a ttna 
ipersfera L di centro O e raggio B reale o puramente immaginario quella 
trasformazione che porta un punto A nel panto A', allineato con J., tale 
che O è estemo o intemo al segmento A A*, & seconda che B è reale o 
puramente immaginario, e che OA.OA'=\B\*. Se O ha per coordinate 
ai , 4is , . . . . , Oa^i, le formole che rappresentano tale inversione sono dunque 

-''-«'= fw^iH"* (''^-^'^ '•-!)• 

Una tale trasformazione è involutoria, ossia coincide con la trasfor- 
mazione inversa. 

Se B tende sAV infinito, mentre la sfera L tende a diventare un iper- 
piano, allorti la inversione citata si riduce a una simmetrìa rispetto a 
questo iperpiano. 

Nel caso di Ji ^c 8, oltre alle trasformazioni conformi qui ricordate 
di s in sé stesso, ve ne sono infinite altre di natura afi'atto distinta; noi 
in queste pagine ne prescinderemo in via assoluta, riferendoci, anche nel 
caso di M =: 3, soltanto a trasformazioni del tipo considerato pili sopra. 

La geometria elementare insegna ehe movimenti, similitudini e invei'sioni 
per raggi vettori reciproei portano un* ipersfera, o un iperpiano in una 
ipersfera {o eccezionalmente in un iperpiano). Altrettanto avverrà quindi 
delle rappresentazioni conformi più generali (se n > 3), o, se « =» 3, di 
quelle rappresentazioni conformi che qui consideriamo. Questa proprietà 
è anzi caratteristica per le nostre rappresentazioni conformi, e serve eor^, 
nel caso di n =»= 8, a distinguerle dalle altre rapprenentazioni conformi 
possibili. Basta anzi che una rappresentazione conforme del piano euclideo 
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di 7c faccia corrispondere un iperpiano di 8, (p. es. Fiperpiano 
y^=:0) è data p. es. dalle equazioni: 

• ^'^^5ì + .... + é-.4-(5.za2)" (< = 1,2,. ...,«- 2) 

che sono equivalenti alle 
^' ^ 3^'4^:.T+l^'+"(j^;+T7 ' e =- 1, 2, . . . ., n - 2) 

F =2-4 — y»-' + ^ 



1/; + 1^ +'7. . . 4- yU + (y.-> + 1)' ' 



9C in gè Btesso porti un cerchio in un altro cerchio, perchè essa sia una 
delle rappresentazioni da noi considerate. 

Una inversione rispetto a<l una ipersfera L trasforma una ipersCera I 
ortogonale ad L in una ipersfera ancora ortogonale ad Z e passante per 
rintersezione di L e di /; e quindi trasforma 1 in sé. 

Inversamente se una trasformasione 27, scelta tra le rappresentazioni 
conformi sopra considerate, muta in sé stessa un^ ipersfera reale 1 di 
centro O, e trasforma in sé stessa anche ciascuna delle regioni, in cui 
1 divide «, allora la 17 o è una simmetria, o è una inversione per raggi 
vettori reciproci rispetto a un iperpiano od a un' ipersfera, che taglia 1 or- 
togonalmente, oppure è prodotto di più operazioni di questo tipo. Ciò è 
ben evidente, se la U lascia fisso il punto O, In tal caso essa deve mu- 
tare le rette uscenti da O in cerchi o rette uscenti da O e taglianti or- 
togonalmente 1: essa porta quindi le rette uscenti da O in rette uscenti 
da O. Di più gli angoli, che queste rette formano a due a due, devono es- 
sere conservati. Se ne deduce tosto che CT é un puro movimento ewslideo^ 
il quale lascia fisso il punto O, e che quindi U è prodotto di sinunetrie 
rispetto a iperpiani uscenti da O, 

Se poi O fosse dalla U portato in un punto O', è ben facile dimo- 
strare che esiste un' ipersfera Ij, tagliante 1 ortogonalmente, tale che O 
e O' siano punti omologhi nell'inversione S per raggi vettori reciproci 
definita da 1^ . Quindi la IT =: 8U lascia fisso il punto O, e come la £f e 
la U trasforma J in sé : essa dunque, per quanto abbiamo detto, è im pro- 
dotto di simmetrie rispetto a iperpiani passanti per 0. La CT == 8r^ U*=^8U' 
è quindi prodotto di simmetrie siffatte e della inversione 8, 

Del resto questo teorema è conseguenza immediata dei risultati della 
prima parte del ^ 13. 
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Ricordando le (14), (16), ne deduciamo : 

(16) y* - ^ 1\ (i- 1> 2, ...., n - 2); y,^, : ~ ^ 



Assumendo in Sy al posto delle a?, come nuove coordinate le 
y, definite dalle (16), V elemento lineare assume la forma note- 
vole seguente: 

Da essa risulta tosto che le metriche di Bólyai, citate al § 6 (pag. 
26), sono metriche iperboliche a curvatura costante. Tra lo spazio S 
e lo spazio euclideo 8, in cui le y, , . . . , , y„_, sono coordinate car- 
tesiane ortogonali, vi è una rappresentazione conforme. A un 
punto di S corrisponde un punto di S; a un punto di S corri- 
spondono due punti di S, simmetrici rispetto all' iperpiano asso- 
luto y„_i =*= 0. La rappresentazione è biunivoca, se noi ci limi- 
tiamo a considerare una sola delle due regioni, in cui Tiperpiano 
y«_,=0 divide lo spazio S: p. es. la regione definita dalla y,_i>0. 
In tal caso le formule (16) si possono scrivere sotto la forma 
più precisa: 

(16)' y'-^~ (<=i,2 ,»-2), y._.=. ^:^~^. 

Se noi lasciassimo indeterminato il fattore di proporzionalità 
delle j?, senza prefissare che ipj — x\ — .... — of^-i = 1» l'ultima 
delle (16)' si scriverebbe: 



(16)- y. 



Vx j — re? — ^. . . — Xl^x 

Xn — a?._r I 



mentre le altre equazioni (16)' rimarrebbero inalterate. 

f 11. — Movimenti negli spasii a onnratnra oostante. 

Noi abbiamo visto che una metrica a curvatura costante in 
uno spazio a n — 1 dimensioni è definita da una quadrica di 
questo spazio. Ogni proiettività, che muta questa quadrica in sé 
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stessa, è, come abbiamo visto nel § 7, un movimento nella nostra 
metrica. Ci proponiamo ora di determinare tutti i movimenti delle 
due specie di metriche reali a curvatura costante trovate nel 
§ 10: e vedremo cosi che non esiste nessun altro movimento 
oltre a quelli rappresentati dalle suddette proiettività. 

Nel nostro caso, secondo quanto trovammo precedentemente, 
la forma quadratica sarà la V (a?,) == ^J + o^ + . . . . -h ^Li + e i»i, 
dove con e indichiamo + 1 o — 1, secondo che si tratta del- 
l'una o dell'altra metrica: e l'elemento lineare è dato da A* V{dx) 
(A — cost.), dove le x sono variabili legate dalla equazione F(a?)=«e. 
H movimento più generale sarà dato dalla più generale trasfor- 
mazione 

ohe trasforma in se stessa tanto la forma V{x\ quanto la forma 
V{dx\ Posto per simmetria e^ « e^ =*=... . e,_, =« 1, e, = e, do- 
vrà dunque essere: 

(P) Se»|^^ \%-^ (» + Z)(t,?-l,2,. ...,«) 

(y) S e» ?J - S e» a^J. 

Derivando (a) rispetto a x,, si ottiene: 



^ ?'4-S a-Sl-^-O- 




Derivando (P) rispetto x^ si ha: 






5 9* 



0, 

che vale anche per t ^° l, perchè equivale in questo caso alla (8). 
Scriviamo l' equazione che si ricava da (e) permutando l, t, 

U'\ V. ^-?» ^**P*- -i-v. ^^» ?*?* n 
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e quella che si ricava da (e) permutando iy t, 

Aggiungendo (e') a (e) e sottraendone (e"), otteniamo: 

n sistema delle equazioni, che si ottengono da questa te- 
nendo fissi Z e ^ e facendo percorrere a f i valori da 1 ad n, 
è un sistema di n equazioni lineari omogenee nelle n incognite 

a* m 
- ^ V — , il cui determinante è il lacobiano delle qp. Ma il laco- 

a 0?, a a?/ 

biano delle ^ non può essere identicamente nullo; quindi si avrà : 



BXtdx, 



0. 



In altre parole le 9 sono polinomii di primo grado nelle X. 
Poniamo dunque 

9* =- S a»» a?» + au (a =* cost.); 

sostituendo questi valori in (y), e identificandone i due membri, 
si ottiene immediatamente che le a* sono nulle. Un movimento 
resta cosi definito dalle 



X 



\ = S a» rr». (a «= cost.) 



Sostituendo in (y), si riconosce poi che le n* costanti «« sono 
legate dalle n — '^— equazioni seguenti: 

Se»aì»=*e„ (fc =« 1, 2, . . . ., n) 

2 ©1. a^x «t< = 0, (A 4: f ; A, ^ == 1, 2, . . . . , n) 

E si riconosce facilmente che le (a), Q) non impongono al- 
cuna ulteriore condizione alle a»». I movimenti dipendono dun- 
que da M* — ^^^— < ossia ^^^J" ^ parametri arbitraria L'in- 
sieme di tutti i movimenti gode evidentemente delle proprietà 
caratteristiche dei gruppi (§ 2, pag. 7). Essi costituiscono perciò un 
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gruppo finito continuo a --L^— ^jparawef ri. Studieremo nel §13 

la questione se questo gruppo è a una, o a più schiere di tras- 
formazioni. 

Ricordando le proprietà più elementari delle proiettività, noi 
abbiamo : 

I movimenti dei nostri spazii sono quelle trasformazioni biuni- 
voche dello spazio^ in cui le x sono coordinate omogenee^ che tra- 
sformano in sé stessa la quadrica assoluto H t^ x* = e portano 
una retta in una retta. 

(Naturalmente con retta intendiamo quella linea, i cui punti 
soddisfano a « — 2 equazioni lineari intere omogenee indipen- 
denti nelle x). 

Consideriamo ora la rappresentazione conforme di uno dei 
nostri spazii S su uno spazio euclideo n studiata al § 10. La 
quadrica assoluto ha in n come immagine una ipersfera /reale 
o immaginaria, che può eventualmente ridursi a un iperpiano 
(§ 10). E, nel caso di. metriche di Bólyai, il nostro spazio ha per 
immagine soltanto una delle due regioni, in cui 1 divide n. Una 
trasformazione di S individua una corrispondente trasformazione 
in Tc. Noi ci chiediamo : Quali trasformazioni in n corrispondono 
ai movimenti di S? Ricordiamo che le rette (nel senso più sopra 
definito) di 8 hanno per immagine in tc i cerchi che tagliano / 
ortogonalmente. Dal nostro precedente teorema si può quindi 
dedurre : 

Ai movimenti di uno spazio S in sé stesso corrispondono su n 
quelle trasformazioni T, che lasciano fissa la ipersfera (o iperpiano) 
assoluto ly che portano ogni cerchio^ che taglia I ortogonalmefUe, 
in un aUro cerchio, che taglia I ortogonalmente^ e che, se I é reale, 
trasformano in sé stessa ciascuna delle regioni, in cui I divide ti 
(e non le permutano). Questa ultima condizione si potrebbe sop- 
primere, se noi, conformemente ai risultati del § 10, non consi- 
derassimo come distinti due punti, trasformati Tuno dell'altro 
mediante l'inversione per raggi vettori reciproci definita da / 
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(o, 86 / è un iperpiano, mediante la simmetria rispetto all'iper- 
piano /). Questa ultima condizione è invece necessaria, se, con- 
formemente a quanto abbiamo fatto nel § 10, e a quanto faremo 
sempre d' ora in poi, rappresentiamo 8 in quella regione di it, che 
è interna ad /, o, se / è un iperpiano, che giace da una certa 
banda determinata di /. 

Noi possiamo subito trovare una ulteriore proprietà di que- 
ste trasformazioni T (che naturalmente sarà una conseguenza 
di quella enunciata più sopra). I movimenti in 8 conservano 
evidentemente i valori degli angoli. Ma 8 è rappresentato con- 
formemente su n. L'angolo di due direzioni sn 8 è quindi uguale 
all'angolo delle due direzioni corrispondenti su 7c. Le trasforma- 
zioni T conservano dunque, in :r, le grandezze degli angoli; o, 
con l'usuale linguaggio, le trasformazioni T sono trasformcuAoni 
conformi in ti. 

Osserviamo ancora che la condizione : « T porta ogni cerchio 
che taglia ortogonalmente I in un altro cerchio, che taglia ortogo- 
nalmente / » si può evidentemente enunciare anche nel seguente 
modo: « T trasforma ogni ipersfera che taglia ortogonalmente /, 
in un' altra ipersfera che taglia ortogonalmente /» (*). 

A queste ipersfere corrispondono in 8 delle ipersuperficie, 
che per le (16) sono rappresentate da una equazione lineare omo- 
genea tra le x. Perciò queste ipersuperficie si dicono gli iper- 
piani della nostra metrica. 

Osservazione. — Nel caso delle metriche ellittiche, la ipersfera 
assoluto / ha un raggio puramente immaginario i R{R =ss: cost. 
reale). Ma noi possiamo facilmente sostituire al precedente enun- 
ciato un altro, in cui non si parli di ipersfere immaginarie. 
Indichiamo con T la ipersfera reale di raggio R, che è concen- 



(*) Basta ricordare che le ipersfere, che tagliano 1 ortogonalmente, 
sono le uniche ipersuperficie, che godono della seguente proprietà: per 
due punti ^, ^ di una tale ipersupei-ficie passa un cerchio (e uno solo), 
che giace sulP ipersuperficie e taglia / ad angolo retto. 
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trica a /. Per quanto abbiamo già detto (§ 10, pag. 56), le ipersfere 
e gli iperpiani che tagliano ortogonalmente I non sono che le iper- 
9feve e gli iperpiani, la cui intersezione con T giace in un iperpiano 
passante per il centro comune di I e /'. 

Studiamo ora più particolarmente le metriche iperboliche. 
In tal caso la ipersfera / è reale. Supponiamo w > 3; la /avrà 
almeno due dimensioni. E noi potremo parlare dell'angolo che 
due direzioni poste su / fanno tra di loro (nel senso euclideo: 
evidentemente questi angoli non hanno alcun significato nella 
nostra metrica, perchè / è singolare per questa metrica). Una 
trasformazione Tè conforme (*) in tutto tt, e trasforma /in sé stes- 
sa per le proprietà, che noi abbiamo sopra trovato. Quindi essa 
porterà anche V angolo (euclideo) di due direzioni poste su / in 
un angolo uguale. Di più ogni varietà subordinata W^„_8, posta 
sul, a n — 3 dimensioni, che sia varietà base- di un fascio di 
ipersfere^ dovrà essere portata in una varietà W^'„_s, posta su I, 
che sia pure base di un fascio di ipersfere. Infatti per W^^^ pas- 
serà un' ipersfera W^^^ ortogonale ad /, la quale sarà portata da 
T in un'altra ipersfera W'^_i (ortogonale ad /); questa taglierà 
/ in una varietà W\_^, per cui passano le ipersfere / e tF',_,, 
e che è quindi base di un fascio di ipersfere. Le trasformazioni 
T subordinano dunque su I delle trasformazioni T' che mutano 
in sé stesso il sistema delle varietà W,_s, poste su I, che sono 
base di un fascio di ipersfere (* *). 

Viceversa se n'^ 3 e se T' è una trasformazione {necessaria- 
mente conforme) di I in sé stessa, che porta ogni varietà W\_t di 1, 



(•) Si ricordi (cfr. la nota al % 10 pag. 57) che T è prodotto di sim- 
metri«» e di inversioni per raggi vettori reciproci. 

(••) Per n = 3 questo teorema perde ogni significato; in quanto che 
una qualunque coppia di punti (Wn-^) del cerchio 1 è base di un fascio 
di cerchi. In tal caso però la T, essendo una trasformazione biunivoca, 
subordina sul cerchio / a una proiettività. 
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che sia base di un fascio di ipersfere, in una varietà analoga TV',_8, 

allora essa determina una delle nostre trasformazioni T in tutto ir. 

Infatti sia W^.^ una ipersfera ortogonale a /, sia W^_^ l'in- 
tersezione di Wn-^ e di /, e sia W^'„_2 l' ipersfera ortogonale a i, 
passante per la varietà H^',.», trasformata di W^_^ per la T\ 

Noi assumeremo la W^-^ come trasformata di TF„_,. E avremo 
cosi definita in n una trasformazione delle ipersfere TF»., ta- 
glianti ortogonalmente / in ipersfere W^_^ taglianti ortogonal- 
mente /. Per provare che questa trasformazione è una tras- 
formazione Ty basterà dimostrare che le TP„_2, trasformate di 
quelle W,_2, che passano per un punto Ay passano per un altro 
punto A'y che assumeremo come trasformato di A per la T, In- 
fatti in questo caso la nostra trasformazione godrà delle pro- 
prietà caratteristiche per le trasformazioni T, che noi abbiamo 
determinato precedentemente (pag, 63 e 64). 

Senza diminuire la generalità, potremo supporre che / sia un 
iperpiano; e, se y^y y^; • • • •> y»-\ sono coordinate cartesiane orto- 
gonali nel nostro spazio euclideo rappresentativo, potremo (§ 10, 
pag. 67 e seg.) supporre che / sia l' iperpiano 

Una Tr„_8 di / sarà in / definita da un'equazione: 
(«) Y. S 2^' + 2 r. y. -H Y = (r = cost.) 

E la TF'„_8 trasformata sarà rappresentata da un'equazione 

dove le Y' saranno funzioni lineari delle y. Affinchè la W^_^ che 
taglia ortogonalmente I lungo la (a) passi per un punto A dello 
spazio ambiente, è necessario e sufficiente che le y siano legate 
da una relazione lineare (dipendente soltanto dal punto A), Se 
questo avviene, altrettanto avverrà per le y', che sono funzioni 
lineari delle y. Le W\_^ passanti per le ir,_s, definite dalle (a)', 
passeranno quindi per un altro punto A' dello spazio ambiente. 

e, d, d. 
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§ 12. — Ooedetiohe e distanze negli spazi a onrvatnra oostante. 

Come abbiamo detto al § 6 (pag. 26), due punti Ay B abbastanza 
vicini di uno spazio /S, in cui sia definita una metrica reale qua- 
lunque, determinano in modo univoco un arco di geodetica A B 
passante per A, B. Quindi un movimento My relativo alla nostra 
metrica, che lasci fissi i punti Ay B, lascierà fisso V arco di geode- 
tica A B, e quindi anche tutta la geodetica ^ jB. Se C è un punto 
qualunque dell'arco di geodetica considerato, esso sarà portato 
da M in un punto C dell' arco stesso. E, poiché i movimenti 
lasciano inalterate le lunghezze, le lunghezze degli archi AC^C B 
saranno rispettivamente uguali a quelle degli archi AC, C' B. 
Il punto C coincide dunque con C. / movimenti^ che lasciano 
fissi due punti A, B, lasciano fissi tutti i punti deW arco di geo- 
detica definito dai punti -4, B (almeno se A, B sono sufiiciente- 
mente vicini), e quindi anche evidentemente tutti i punti della 
geodetica A B. 

Sia ora 8 uno spazio, in cui sia definita una metrica a cur- 
vatura costante, determinata da una forma quadratica V nelle 
coordinate omogenee a?, (i = 1, 2, . , . ., n\ Abbiamo visto che i 
movimenti non sono che le proiettività trasformanti la forma V 
in se stessa. Se una tale proiettività P lascia fissi due punti A, JS, 
essa lascia fissa la retta A B (retta essendo, come già abbiamo 
detto a pag. 63 la linea, che è determinata da n — 2 equazioni 
lineari omogenee indipendenti nelle x\ e quindi anche i punti 
A', B' di questa retta, coniugati dei punti A, B rispetto alla qua- 
drica F = 0. Ma, se una proiettività lascia fissi quattro punti di 
una retta, essa lascia fissi tutti i punti della retta. Quindi P lascia 
fissi tutti i punti della retta A B. Sia ora n > 3. Si vede subito 
in tal caso, anche dal semplice computo dei parametri, che, preso 
un punto qualunque C non posto sulla retta A B, si può sempre 
trovare un movimento che lasci fissi i punti Aj B, e che non 
lasci fisso il punto C. Quindi, se « > 3, la retta A B è il luogo 
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dei punti lasciati fissi da tutti i movimenti^ che lasciano fissi % 
punti Ay B. Ma per la osservazione precedente noi sappiamo già 
che tutta la geodetica A B h fissa: si ha dunque: La geodetica, 
che congiunge due punti A, B coincide con la retta A J5, od in altri 
termini: nelle coordinate a?, le geodetiche sono rappresentate da 
n — 2 equazioni lineari omogenee indipendenti. 

Io dico che questo risultato vale anche nel caso di spazii 
(a curvatura costante) a due dimensioni (» = 3). 

Sia infatti dx\-{- dx\±d7?^ (dove xl ± {x\ -f a:!) = 1) l'ele- 
mento lineare di un tale spazio S^» Evidentemente questo spa- 
zio si può considerare come coincidente con la superficie ic^ == 
dello spazio (a tre dimensioni ed a curvatura costante) Sv^, il cui 
elemento lineare è dx\ -\- dx\ -{- dcx?^ -^^ dx\, dove le x sono 
coordinate legate dalla xl +_{x\ -^ 0(i-\' C(f^= 1. Ora, per quanto 
abbiamo detto, la geodetica di S^ che congiunge due punti A, B 
della nostra superficie x^= Q h una retta che giace evidente- 
mente sulla superficie stessa a?4 = 0. E questa retta è quindi a 
fortiori una geodetica di questa superficie, perchè essa dà il più 
breve degli archi che congiungono A, B nello spazio S^ e quindi 
anche a maggior ragione il più breve degli archi che congiun- 
gono -4, B senza uscire dalla detta superficie Xj^ = 0. Quindi le 
geodetiche di S^ sono ancora linee rette (vale a dire linee rap- 
presentate da una equazione lineare nelle coordinate ^i, Xg, x^). 

Conseguenza di ciò è che in uno spazio a ctirvatura costante 
due punti diversi A, B, comunque distanti, determinano in modo 
univoco la geodetica che passa per essi. Cosicché, se la geodetica 
A B passa per un punto E, la geodetica A E passa per B, 

Data una metrica qualunque, si chiama distanza geodetica o, 
più brevemente, distanza di due punti A, B la lunghezza del- 
l'arco di geodetica A B, che è terminato ai punti A, B. Noi vo- 
gliamo ora determinare, nelle metriche a curvatura costante, la 
lunghezza di un arco di geodetica A B, ossia la lunghezza di un 
segmento rettilineo A B, che, per definizione, sarà la distanza 
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dei punti A, B. Osserviamo che : Se un segmento A B è portato 
da un movimento nel segmento A B', deve essere (in valore as- 
soluto): 

distanza A B = distanza A' B\ 

Ma, poiché i movimenti non sono che le proiettività trasforman- 
ti in se stessa la quadrica F = 0, si sa che : Condizione necessaria 
e sufficiente affinchè esista un movimento, che porti un segmento 
A B in un segmento A B'y è che il hirapporto {A B C D) (*) sia 
uguale al hirapporto {A B' C D), o al hirapporto {B A C D) = 

"" {A B' a n) ^ l'B'A' D'Ù) ^ ^'*' ^ ^ ^ ^' ^^^^ ^^^ ^' ^ (^' ^^ 
indico i punti comuni alla retta A B {A B') e alla quadrica F = 0. 
Dai precedenti due teoremi segue che, se per due coppie di 
punti A, B e A\ B' si ha 

{ABGD) = {A B' C U) oppure {ABGD) = .^. j^}^, ^.. 

la distanza geodetica dei punti A, B è uguale alla distanza dei 
punti Ay B\ La distanza di due punti Ay B (che, secondo le 
nostre convenzioni, è sempre positiva) sarà dunque una funzio- 
ne 9, evidentemente continua , del corrispondente hirapporto 
l = {ABCD),teLÌe che: 



(18) ^(X) = cpgj 



Studiamo ora p. es. le metriche iperboliche. Siano A, B, E 
tre punti di una retta generica r, interni alla regione li, ove la 
nostra metrica è reale. Se C, D sono i punti comuni alla r, e 



(*) Il hirapporto {A^ A^ A^ A^) Ai quattro punti di una stessa retta r, 
le cui coordinate non omogenee su r sono ordinatamente ^Tj, jr,, j-g, x^, è 
per definizione uguale a 

X.y jTy * r.3 -Tj * 

Ricordo questo, per evitare ogni ambiguità di not^izione. 
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alla quadrica F = 0, e se sulla r i punti A, JS, G, D, E si sus- 
seguono nel verso C A B E D, ^i ha : 

distanza AB \- distanza B E =^ distanza A E, 

Posto cioè \ = {ABCD),V = {BEC D\ X" :=^{AEG D\ sarà : 

(18)' cp W + 9 OT = T (^"). 

Ma, per le nostre ipotesi, i birapporti X, X', X" sono quantità sod- 
disfacenti alle sole relazioni 

(19) XX' = r 0<X'<1 0<X<1. 

La (18)' deve dunque essere conseguenza delle (19), E perciò (*): 

La cp (X) è uguale, a meno di un fattore costante^ al valore as- 
soluto del logaritmo (sempre reale) di X. 

Se il punto ^ o il punto B giacciono sulla F = 0, si ha 
X = 0, oppure X ^= oo; e la distanza A B e perciò infinita. Ecco 
perchè la F = si dice quadrica assoluto (§ 10, pag. 66). 

A un analogo risultato si giunge nel caso di^ metriche ellitti- 
che (* *). Questo caso ha però per noi assai minore importanza. 



(•) Infatti cp (X), funzione sempre continmv e positiva della variabile 
positiva X, ftoddisia per le (18)' e (19) alla: 

(a) 9 (X) + ? (X'ì = cp (XX') se <X <1, <X' < 1. 

E per la (18) so^ldisfa alla 

(p) ^<^' = ^(x) ^"^ ^^^' 

Se 9 (e) = £, la e mvk una costante reale e positiva; e dalle (a), (JJ) si tranà: 
(Y) ? ( 1 = 259 (^ = e 1 A , se ìl = e* , ossia h = log K 

essendo /* un qualsiasi numero razionale positivo o negativo. La continuità 
della 9 dimostra che la seconda delle (y) vale anche se h è irrazionale; e 
così risulta dimostrato il teorema del testo. 

(•*) Si osservi che in questo caso log X è puramente immaginario, 
ed è definito a meno di multipli di 2 7C i. La 9 (X) è, a meno di un fat- 
tore costante, uguale a ^f 1- 2 w tt, dove in è un intero arbitrario. 

QuesUi indeterminazione dii>ende da ciò che una geodetica è, in una me- 
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§ 13. — OlaMifloasione dei moTimenti negli spazii a cnrvatara 
costante. 

Ricorderò anzitutto come si classificano i movimenti di uno 
spazio S euclideo a n — 1 dimensioni, quando, secondo le nostre 
convenzioni, si chiami movimento ogni trasformazione, che con- 
servi le distanze (cfr. § 6, pag. 27, per il caso n = 4). 

Tra questi movimenti esistono le cosidette simmetrie, le quali 
sono gli unici movimenti, che lascino fissi co*"* punti di S, E 
precisamente una simmetria T lascia fissi i punti di un iper- 
piano a: se un punto A di >S è portato da T nel punto B, a è 
il luogo dei punti equidistanti da A, B, Esiste quindi una e 
una sola simmetria, che trasformi V uno nell' altro due punti 
dati A, B. 

Una simmetria T è un'operazione involutoria; vale a dire 
r-' = T; T' = 1. 

Siano A^, A\ due punti distinti corrispondenti per un movi- 
mento M qualunque. Sia 7\ la simmetria, che porti Ai in A\, e 
A\ in Al. La trasformazione 7\ M sarà un movimento, che lascia 
fisso Al. Ogni punto lasciato fisso da Af è equidistante da A„ A\ 
e quindi è pure lasciato fisso dalla 7^, e dalla 7\ M. Se T^ M non 
è la trasformazione identica, siano -4^, A\ due punti indipendenti 
da A^ (distinti da Ai) corrispondenti per la Ti if, e sia T^ la 
simmetria che porta A^ in A\ . La trasformazione T^ Ti M la- 
scerà fisso il punto A^'^ essa lascerà pure fisso ogni punto la- 
sciato fisso da Ti M, e in particolare anche il punto Ai. Dunque 
almeno i punti A^ A^ sono invarianti per T^ Ti M. Quindi 7!, jT, M 



trica ellittica, una linea chiusa di lunfchezza finita, come già si è accen- 
nato al $ 6 (pag. 25), e che la geometria in una metrica ellittica coincide^ 
come abbiamo già osservato al ^ 10 (pag. 52), con la geometria vigente 
su una ipersfeni euclidea, «luando non vi si considerino come distinti due 
punti diametralmente opposti. 
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trasforma in yè stessi i punti della retta A^ A^. Se dunque 
r, Ti M^ 1, esisterà un punto A^^ indipendente da ^„ -4,, ossia 
non giacente sulla retta A^ A^^ che 7\ T^ M porta in un punto 
A\ distinto. Se T^ è la simmetria che porta A^ in A\^ il movi- 
mento Ts T^ Ti M lascia fissi almeno tutti i punti del piano 
Al Ai A^. Così continuando, vediamo che possiamo trovare un 
certo numero di simmetrie ?', (i = 1, 2, . . . ., v) in guisa che il 
movimento T^ T^_i .... 7\ 3f, o sia V identità, o lasci fissi almeno 

V punti indipendenti. Esisterà quindi un intero v <; n -+- 1, tale(*) 
che T^ T^_i .... 7^1 3f = 1, ossia che 

M = T:' TV' .... 2;-* = r^ 71 ... . y;. 

Ogni movimento M è quindi prodotto di un certo numero 

V <;; n -|- 1 di simmetrie. Siano ai, a^, . . . ., o^ i v iperpiani indi- 
viduanti queste simmetrie. Facciamo variare questi iperpiani con 
continuità, fino a che essi vengano tutti a coincidere con un 
iperpiano a scelto ad arbitrio. Il movimento M varierà con con- 
tinuità, e diventerà uguale a T\ dove T è la simmetria definita 
da a. Ora T" = 1, oppure T"" = T, secondo che v è pari, o di- 
spari. Quindi: 

Se T è una simmetna qualunque^ ogni movimento M si può 
{variando con continuità i parametri da cui esso dipende) far di- 
ventare uguale o alla trasformazione identica, o alla T, 

È poi ben chiaro che un movimento, che sia una pura sim- 



(•) Infatti, Re un niovimeiito M trasforma in sé stessi n pmiti AijAij,,..,An 
indipendenti; M coincide con la tnisf(»rniazioiie identica. Ciò è ben evi- 
dente se » = 2, e sì dimostra in j<enerale c(»l metodi» di induzione com- 
pleta. Infatti supX)oniamo di aver già dimostrato quanto asserimmo per 
n = nt — 1, e dimostriamolo per n = m. Per l' ipotesi fatta, se si indica 
con Si lo spazio lineare mi m — 2 dimensioni X)assante per Jj, J^, . . . ., 
Ai-i, Ai^i, . . . ., An (e = 1, 2, .... , w/), M dovrà tnisformare in m> stessi 
tutti i punti degli m spazii 8i , perchè ne lascia fissi m — 1 xnuiti indi- 
pendenti. M dovrà duncpie trasformare in se stessa ogni geodetica di 8 
(perchè lascia fissi i i)unti, in cui tale geodetica incontra gli w spazii 
8i) ^ quindi evidentemente anche ogni jmnto di 8. 
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metria T, non «i può ridurre all'identità con una variazione con- 
tinua dei parametri. In tal caso infatti un {n — l)'**"* ortogonale 
di >S e il suo trasformato per T sarebbero Tuno all'altro sovrap- 
ponibili mediante up movimento continuo : ciò che è assurdo (*). 

Se My M sono due movimenti, ciascuno dei quali si può, con 
variazione continua dei rispettivi parametri, ridurre all'identità 
(a una simmetria T\ il loro prodotto si potrà ridurre con una 
trasformazione continua all' identità (alla T% Poiché T* = 1, 
questo prodotto si può in ambi i casi ridurre alla trasformazione 
identica. 

/ movimenti di uno ttpazio euclideo formano un gruppo F con- 
tinuo a due schiere di trasformazioni. I movimenti della prima 
schiera (movimenti di prima specie) si possono ridurre, con una 
variazione continua dei parametH da cui dipendono, alla tra^sfor- 
mazione identica, e formano da soli un gruppo G, contenuto in V 
come sottogruppo di indice 2. I movimenti della seconda schiera 
(movimenti improprii o di seconda specie) si possono con conti- 
nuità ridurre a simmetrie. 

Il più generale movimento di seconda specie si ottiene molti- 
plicando un particolare movimento di seconda specie per il più 
generale movimento di prima specie. 



(•) Si dice (n — 1)'^'^'° in S T insieme di nn i>imto O (veitiee) e di 
tt — 1 direzioni [lati) uscenti du O, le quali non appaii:«ugouo ad alcuno 
spazio subordinato a m — 2 dimensioni. Un (n — ijcdro gj ^j^.^» ortogonale, 
se i suoi lati sono a due a due normali. Supposte le coordinate cartesiane 
ortogonali, il determinante formato coi coseni di direzione dei lati (coseni 
degli angoli, clie i lati formano con gli assi coordinati) di un (** — ly^r^ 
ortogonale, è ortogonale, e quindi uguale a ± 1. 

Due (n — l)**^" , per cui tale determinante ha (mm ha) lo stesso va- 
lore si dicono vgualmente {non ugualmente) orientati. 

Due {n — 1)*"^''', trasformati l' uno dell' altro mediante una simmetria 
o un' invei-sione per raggi vettori reciproci rispetto a un' ipersfera reale, 
non sono ugualmente orientati. Dall'uno non si può quindi piissiire all'al- 
tro con un movimento continuo, perchè altrimenti il valore del corrispon- 
dente determinante dovrebbe variare con conti nuitsY da -|- 1 a — 1, o 
viceversa. Ciò è assurdo, percliè tale determinante non può assumere 
valori distinti da ± 1. 
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D precedente teorema vale anche per gli spazi! iperbolici a 
curvatura costante. Ciò è intuitivo, se ammettiamo quanto abbia- 
mo enunciato (§ 6, pag. 24) che cioè la geometria di tali spazii ha 
comune con la geometria euclidea tutti i teoremi, che non pre- 
suppongono la verità del postulato di Euclide. Il nostro teorema 
si può però anche dimostrare in modo diretto, partendo dalle 
nostre definizioni. Una geometria iperbolica a n — 1 dimensioni ha 
come elemento lineare la formaA*(dirM-da?2~|-..- + d^Ì-i — dxl), 
dove le 0? sono variabili legate dalla xl — xl — xl — .... — xl^i^l. 
Essa è reale nella regione interna alla quadrica assoluto Q 
xl — xl — .... — xl^i = 0. I movimenti non sono che le proiet- 
tività trasformanti questa quadrica Q in sé stessa. E ben facile 
vedere che esistono dei movimenti, che corrispondono nel caso 
attuale alle simmetrie euclidee, dei movimenti cioè che lasciano 
fissa una varietà reale a 7J — 2 dimensioni, contenente almeno uno e 
quindi infiniti punti, in cui la nostra metrica è reale. I teoremi 
più elementari della geometria proiettiva dimostrano che una 
tale varietà deve essere una varietà lineare, cioè un iperpiano 
S a, a;, = (a, =« cost.), il quale, dovendo contenere almeno un 
punto ove la nostra metrica è reale, dovrà incontrare la qua- 
drica Q in infiniti punti reali. E precisamente Pomologia armo- 
nica, che ha tale iperpiano come iperpiano di omologia, e il polo 
di detto iperpiano rispetto alla quadrica Q come centro di omolo- 
gia, è l'unica proiettività, che possa trasformare in sé stessi quei 
punti del nostro iperpiano, che sono interni alla quadrica assoluto, 
pure lasciando fissa la quadrica Q. Un tale movimento si chia- 
merà, per analogia, la simmetria rispetto airiperpiano Sajix;< = 0(*). 



(*) Tra le siiiinietrie, definite da equazioni più semplici, ricorderò le 
Ti {i = 1,2, .... » — 1) definite rispettivamente dalle: 

x\ = ^X{ x'i -= Xl (l = ly2, ,1—1,1 + 1, II). 

Si noti però che la trasformazione T, definita dalle 

x', = x, (I = 1, 2, , n — 1) J^'» = — ^n 
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Se noi ricorriamo alla rappresentazione conforme (§ 10, pag. 51 
e seg.) della nostra metrica iperbolica su un semispazio euclideo 
7c, un iperpiano S a* .a?* == è rappresentato in una semisfera 
reale S, che incontra ortogonalmente il piano assoluto, immagine 
della quadrica Q. (Cfr. le (13), (14) del § 10). Ricordando i teoremi 
del § 10, o scrivendo le formolo effettive, si riconosce tosto che 
alla simmetria rispetto a tale iperpiano corrisponde nel nostro 
semispazio euclideo T inversione per raggi vettori reciproci, che 
lascia fissi tutti i punti di 5. 

Un (n — l)'"*'™ ortogonale del nostro spazio iperbolico, ha in 
7c per immagine un (n — 1)'**'° ortogonale. Due (w — l)**'* orto- 
gonali, che si corrispondono nella nostra simmetria, hanno in n 
per immagine due (» — 1)'**"*, che si corrispondono nella citata 
inversione per raggi vettori reciproci: quindi essi non sono ugual- 
mente orientati, e non si possono sovrapporre con una trasfor- 
mazione conforme e continua. Tanto basta per poter affermare 
che anche nel caso di spazii iperbolici non si può portare una 
simmetria nella trasformazione identica, con variazione continua 
di parametri. 

Dopo ciò si potrà, come abbiamo fatto nel caso degli spazii 
euclidei, scomporre un movimento qualunque in un prodotto di 
simmetrie: e colle stesse considerazioni che abbiamo svolto in 
quel caso dimostrare il nostro teorema anche per il caso attuale 
di spazii iperbolici. 

Gli spazii ellittici a curvatura costante hanno per il nostro 
studio assai minore importanza. Io mi accontenterò quindi di 
un breve cenno. L' elemento lineare di un tale spazio è del tipo 
A* S rf a?J, {h == cost.), dove le oOt si suppongono sodd'sfare alla 



non è una simmetria^ in quanto che eAsa è un movimento che lascia fissi 
tutti i punti dell' iperpiano /•« = 0, il quale non interseca in punti reali 
la quadrica Q e quindi non contiene alcun punto, in cui la nostra metrica 
è reale. 
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S icj == 1. Se noi, mutando le convenzioni adottate fin qui, ritenes- 
simo come distinti punti, le cui coordinate corrispondenti sono 
uguali e di segno contrario, allora si potrebbe vedere che il teo- 
rema, sopra enunciato, vale anche nel caso attuale (come è del 
resto ben noto per un caso particolare: il caso della sfera eu- 
clidea). 

Se noi invece continuiamo a considerare come non distinti 
un punto (Xi) e un punto ( — Xi\ allora il nostro teorema continua 
ancora a essere vero, se lo spazio ellittico ha un numero dispari 
di dimensioni. Se invece il nostro spazio avesse un numero pari 
di dimensioni, il gruppo dei movimenti sarebbe un gruppo a una 
sola schiera di trasformazioni (*): ogni movimento cioè si può 
ridurre all'identità facendo variare con continuità i parametri 
da cui esso dipende (* *). 

Dovremmo ora classificare più particolarmente i movimenti 
di prima e di seconda specie. Osserviamo tosto che non importa 
fare uno studio speciale per i movimenti di seconda specie, in 
quanto che il più generale movimento di seconda specie è pro- 
dotto del più generale movimento di prima specie per un par- 
ticolare movimento di seconda specie, scelto in modo arbitrario 
(p. es. una particolare simmetria). Ci possiamo dunque limitare 
allo studio dei movimenti di prima specie. 



(*) Il lettore può p. es. eonsiileriire i ci\»i elementari del cerchio, e 
della sfera enclìdeu, quando vi si considerino come non distinti punti dia- 
metitilmente opposti. 

(••) I ragionamenti svolti nel caso di spazii ij)erbolici non si possono 
applicare agli spazii ellittici, in quanto che la rappresentazione conforme 
di un tuie spazio 8 sopra uno spazio euclideo iz non e continua e biuni- 
voca. Un (» — ly^fo ortogonale di tale spazio ha jjer immagine in 7t due 
(h — i)«d«-» (trasformati V uno dell' altro mediante una inversione rispetto 
a un'ipersfer» immaginaria), i quali sono o non sono ugualmente orien- 
tati, secondo che il numero delle dimensioni di S è dispari, o pari. 
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Supporremo lo spazio a m — 1 dimensioni, indicando con 
a?!, 0^2, . . . ., ^» 1® solite coordinate legate dalla 

:ri + e ((c; + ^* + . . . . + x\.,) = 1 

dove e = -|- 1, oppure e = — 1, secondo che lo spazio è ellit- 
tico o iperbolico (*). Lo svolgere completamente lo studio di 
questi movimenti sarebbe però cosa troppo lunga, e per il no- 
stro scopo non indispensabile. Io mi accontenterò quindi di 
enunciare i risultati, ohe nel § 14 confermeremo in modo diretto 
per i casi più importanti degli spazii iperbolici a 2 o 3 dimen- 
sioni, rimandando il lettore per il caso generale (che non oflfre 
de.l resto gravi difficoltà) alla Mem. dell' A.: Sulla teoria delle 
forme quadratiche ed Hermitiane ecc., pubblicata nel voi. 17, se- 
rie rV degli Atti dell'Accademia Gioenia di Catania. 

Nel caso di uno spazio ellittico si dimostra che, se 3f è un 
movimento di prima specie in un tale spazio, si possono assu- 
mere come nuove variabili coordinate w combinazioni lineari 
reali e indipendenti y^, y^, . . . . , ^n delle x in guisa che M sia 
definito da equazioni del tipo: 

( y\.-i = y..-i cos e. — y,. sen e. i o ^ N 

/onN ^ ' fi I a W«=l,2, ....,r; 2r^w) 

(20) \ y\. = y,. cos 6. -|- y,,_, sen 0, ^ 

V y\ =y* (fc = 2r + l,2r + 2,....,n) 

Un tale movimento si dirà un movimento ellittico. 

Nel caso di uno spazio iperbolico si dimostra, che, se JJf è un 
movimento di prima specie di questo spazio, si possono assumere 
come nuove variabili n combinazioni lineari reali indipendenti 
y\i ^27 • • • •> y» ì^ guisa che 3f sia definito da equazioni del tipo 
(20) oppure da equazioni di uno dei tipi seguenti: 



(*) Ricordo che tanto le eqiiazioni x\ = x^ quanto le x'( = — jr^ rappresen- 
tano la tvasfonuazione identica, inquanto che, secondo le nostre convenzioni, 
i punti 'x,) e ( — x^ non sono distinti. Le x'i = S <!/* Xt e x'i = — 2 ^^x^ 
rappresentano dunque uno stesso movimento. 



1 
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^ ) y\ = Vi + .Vs y\ = .V2 + y» 

\y'i = yi (i = 4,5,....,w) 



(21) > ^* "" ^' "^ -^^ ^'* ^ ^^ ^ ^^ ^ ^ "" y^ 



(22) J *'* = p -y^ ^'« = p y^ (^ ^^^* 

(yi = yi (i = 3, 4, ...., w 

[(«==l,2,...,r:2r + 3^n;e.=co8t 



positiva differente da -|- 1) 

) 



.) 
,oQx ; y ». = y». C08 ^ -t-y„.i8enf^, ) 

i y ir+1 — yjr+1 -h y»r^*; y «r+s = y2r+« -p y«r+8; y jr+s = y»r^s 

( y'* = yi (i = 2r + 4, 2r + 6, . . . . n) 

/ y'..-i=y».-iC086.— y„ sentì,] 



, , (* = l,2,...,r;2r+2^w:e.=co8t.) 

y «. = y*. cos e. 4-y,.-i8ene, ^ 
(24) -^ 1 

j y'.r^t= - y*r^.i; y .r;» =^ Py.r4 » (p cost. positiva differente da -\- 1) 

V y'i = y* (« = 2r 4- 3, 2r + 4, ... ., w) 

Un movimento (20) si dice ellittico; un movimento (21) ^ara- 
bolico; un movimento (22) iperbolico; i movimenti (23) e (24) si 
dicono lossodromici: e più precisamente un movimento (23) si 
dice eUitticO'paraholico ; un movimento (24) si dice eUittico-iper-' 
bolico. Quando si dice che un movimento è lossodromico, ci si deve 
accertare, che esso non sia lossodromico soltanto apparentemente, 
vale a dire che esso non sia in realtà o iperbolico, o parabolico, 
o perchè tutti gli angoli 9, siano multipli di 2 tt, o perchè tali 
si possano rendere, mutando il segno di tutte le y',. Con questa 
convenzione, si dimostra che un movimento non può apparte- 
nere contemporaneamente a due delle cinque classi dei movi- 
inenti ellittici, parabolici, iperbolici, ellittico-parabolici, o ellittico 
iperbolici. 

§ 14. — Oli spazii iperbolioi a onrvatura oottante a due o tf 
dimensioni. 

Confermeremo ora i risultati, enunciati testé in generale, per 
il caso specialmente importante degli spazii iperbolici a due, o 
a tre dimensioni. 
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E sopratutto vogliamo far notare gli stretti legami, che in- 
tercedono tra i gruppi di movimenti in tali spazii, e i gruppi 
delle sostituzioni lineari fratte su una variabile complessa. L'e- 
sistenza di tali legami è cosa ben evidente per quanto abbiamo 
già visto al § 7 (pag. 39 e seg.) e § 9 (pag. 49-60). Un gruppo G 
di trasformazioni 

-^ X -\- — 

su una variabile x^ è isomorfo al gruppo O' generato dalle 

x\ = + (a 0?! + P ^a) ^'2 = i (r ^1 + ^ ^«) 

sulle due variabili omogenee x^^ x^. E il gruppo (?', come ab- 
biamo già detto, considerato come trasformante le forme qua- 
dratiche y, ojj + 2 y^ x^ Xt -\- y^^xfìO le forme Hermitiane y^ a?, a?? -f- 
-f- y» Xi x% + y\ Xi a?J -4- ^3 x^ a?; (a seconda che le a, P, y, 5 sono o 
non sono sempre tutte reali) diventa un gruppo di movimenti 
reali nella metrica iperbolica che ha per assoluto la conica reale 
Vi y^ — y\ = ^7 o la quadrica reale «/, y^ — ì/\ — y"\ = (dove 
si è posto y, = y'j -h i y"^. 

Da queste osservazioni potremmo partire per il nostro stu- 
dio ; ma, per ragioni di opportunità, useremo una via più diretta. 
Una metrica iperbolica è determinata in uno spazio S lineare 
a due o a tre dimensioni, assumendovi come assoluto una conica 
C reale definita da un'equazione a^^-\-x\ — ojJ = 0, o una quadrica 
Q reale non rigata definita da un'equazione ajj -|-a?5-f-a^ — a^= 0. 
E la metrica è reale nella regione R interna a (7 o a Q. Le rette 
di S sono (§ 12) l'immagine delle geodetiche nella nostra metrica. 
Perciò la regione R si chiama anche l'immagine geodetica della 
nostra metrica iperbolica. I movimenti nella nostra metrica non 
sono che quelle proiettività di 6', che trasformano in se stessa 
la (7 o la Q. Per determinare una di queste proiettività, basta 
definire come essa trasforma i punti di C o di Q. Infatti, se noi 
sappiamo come P trasforma i punti di C di Q, noi sappiamo 
subito come essa trasforma una retta r di i?, in quanto che la 
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retta r\ trasformata di r, non è che la retta che congiunge i 
due punti di C (o di Q), che sono trasformati dei punti comuni 
alla retta r e alla C (Q), Il punto A poi, trasformato di un punto 
-4, è il punto per cui passano tutte le rette r\ trasformate delle 
rette r, che passano per A. 

Studiamo ora dapprima le metriche a due dimensioni. Sia A 
un punto reale di R. La polare di A rispetto a C incontra C 
in due punti A^^ A^ immaginarli coniugati. Ora noi possiamo 
individuare un punto reale o complesso di (7, dando il valore X 
del rapporto ^^ T _« =s: _ '-^ — . (Questa uguaglianza è conse- 

guenza dell' equazione di C). A ogni punto reale A interno a C 
corrisponderanno dunque due valori X,, XJ del parametro X, im- 
maginarli coniugati: quelli che individuano i punti A^ ed il^; e 
viceversa a due valori immaginarli coniugati di X possiamo fare 
corrispondere il polo della retta reale che congiunge i punti 
immaginarli di C che questi valori individuano. Quella delle 
due quantità X,, Xj, che ha positivo il coefficiente della parte 
immaginaria, si dica V affisso di A. Ogni punto reale intemo a 
C avrà un affisso pienamente determinato, che basta ad indivi- 
duarlo (*); ed è facile trovare le coordinate (ajj, arg, x^) del punto -4, 
il cui affisso è X = [i -h i V. Invero per definizione, -4 è il polo 
della retta congiungente i due punti, le cui coordinate soddisfano 
rispettivamente alle 

e alle 

a?8 -h Xa Xi 



= H — « V. 



Un facile calcolo ci dice allora che le coordinate di A sono date dalle: 
.25, ., = ±i;- ..= ±<-^+^ .. = ±!'I+^^t.l 



(*) I punti reali di C ed essi Roltanto avranno un affisso reale, che 
coincide col valore assunto in essi dal parametro X. 
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Viceversa l'affisso X = ji + iv di un punto A di coordinate 
^17 ^8j ^8 (legate da a^ — xi — arj = 1) è dato dalle 

(25)' Jl = _^l-- y=: 



Queste forinole hanno un' importante interpretazione. Se noi, 
al modo di Gauss, rappresentiamo la variabile complessa X = ji + « v 
coi punti reali di un piano, dove ji, v sono coordinate cartesiane 
ortogonali, otterremo una rappresentazione dei punti reali della 
nostra metrica sul semipiano v ^ 0. L'assoluto sarà rappresen- 
tato dalla retta v = 0. Io dico che questa rappresentazione è 
precisamente la rappresentazione conforme studiata al § 10. In- 
fatti, ponendo y^ = ji, y^ = v, n = 3 nelle (16/ (pag. 60), queste di- 
ventano appunto le (26)'. Noi dunque potremmo partire dai risul- 
tati del § 10 per trovare in altro modo le formole del presente 
paragrafo: o, viceversa, partendo dalle teorie qui svolte j ritrovare 
le rappresentazioni conformi di uno spazio a due dimensioni, già 
trovate nel § 10 in generale. 

I movimenti reali della nostra metrica sono, come abbiamo 
già osservato più volte, le proietti vita reali del piano {Xi, a?g, a^j), 
che trasformano C in se stessa. Ogni tale proiettività individua 
una proiettività subordinata reale sui punti della conica C, e 
quindi una trasformazione lineare reale sui valori del parametro 
X, che noi sappiamo potersi assumere come coordinata dei punti 
di questa conica. 

Una tale trasformazione sarà definita da un'equazione del tipo: 

dove le a, p, y, 8 si possono supporre essere costanti reali sod- 
disfacenti alla 

(27) aS — Py = + 1. 

E viceversa ogni tale trasformazione individua un movimento 
reale nella nostra metrica. Consideriamo un qualsiasi punto 
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A interno alla C di affisso Xi* La sua retta polare rispetto a C 
incontrerà G in due punti, in cui il valore del parametro X sarà 
rispettivamente uguale a Xj, e a X^. La retta polare del punto 
A\ trasformato di A mediante il movimento, definito dalla (26), 
incontrerà C in due punti; i valori del parametro X in questi 
punti si otterranno ponendo successivamente in (26) X = Xj, e 
X = Xj . Quale dei due valori cosi ottenuti sarà V affisso di A' ? 
ossia quale di essi ha positivo il coefficiente della parte imma- 
ginaria? 

Per vedere questo, poniamo in (26) X = ji + i v, X* = |i' + 1 v' 
(H, V, |i', v' quantità reali). Troviamo : 

v' = («8-PY)^jrW4nYW- 

Ne concludiamo dunque che il coefficiente v' della parte im- 
maginaria di X' è o non è dello stesso segno del coefficiente v 
della parte immaginaria di X, secondo che in (27) vale il segno 
superiore o inferiore. Se dunque vale il segno superiore, allora, 
se X^ è l' affisso A, la quantità \\ (trasformata di X^ per la (26)) 
sarà proprio l'affisso di A\ Se invece nelle (27) vale il segno 
inferiore, l' affisso di A' si otterrà, trasformando mediante la (26) 
la quantità Xj, o, ciò che è lo stesso, detto affisso sarà la quan- 
tità immaginaria coniugata di quella che si ottiene applicando 
la trasformazione (26) all'affisso di A. 

Li conclusione il movimento reale, che è definito entro R 
dalla (26) sarà definito dalla 

1) 



(28) X'=«^^iP 


(se « 5 — P y 


)ure dalla 




(«" ^■='U-^ 


(se « 8 — 3 " 



dove a, p, y, 8 sono costanti reali, e X si interpreta come l'affisso 
di un punto generico di /?. 

Verifichiamo dunque per nuova via quanto si vide in gene- 
rale Jil § 18: ohe oioò i movimenti della nostra metrica formano 
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un gruppo G a due schiere di trasformazioni: l'una definita 
dalle (28), l'altra dalle (29). Le trasformazioni (28) poi si possono 
con variazione continua dei parametri a, P, Y, S, ridurre alla tras- 
formazione identica, e formano di per sé un gruppo continuo, 
che è contenuto in G come sottogruppo invariante di indice 2 
(cfr. § 13, pag. 73, 74). 

Per mezzo delle (26), (26)' è facile provare direttamente che 
le (28) definiscono un movimento, ossia una trasformazione li- 
neare intera omogenea sulle a?, che trasforma in sé stessa la 
forma a:? + ai — ai. Un facile calcolo dimostra infatti che la (28) 
equivale, per le (26), (26/ alla: 

x\ = 2 a« x^ (f, it = 1, 2, 3), 
dove: 

' a,! = a 8 + ? y; «12 = a Y — P 8; a,3 = a y + P 8 
(3())^a,,=ap--Y8;«M = è(a*+S«-3«-Y«);a,, = i(a«+p«-Y*-S«) 
'«si = «P + Y5;a3, = i(a^-hY"-P*-8*);fl38 = è(«'+P* + T« + 8*) 

Studiamo le trasformazioni (29). Tra esse, la più semplice è 
quella per cui p=Y = 0, a = l, 8 = — 1 e che è definita 
quindi dalla 

(31) X' = — Xo. 

Ogni movimento (29) è uguale al prodotto del movimento 
(31) per il movimento 

^' - ìly^^^B ^"""^ (- «) 5 - (- y) P = 1- 

In altre parole ogni movimento (29) è prodotto del momntento 
(31) per un movimento (28). Il movimento (31) si può per le (26) 
definire mediante le equazioni: 

(«51 J X i Xi ] X 2 ^^ 3/2 ] X 3 Xt^9 

Un movimento (29) lascia fissi quei punti, il cui affisso X sod- 
disfa alla X = -^-+L ossia alla yXXo + 8X— aXo — p =« 0. 
Y Ao -+- 

Posto X = ji 4- i V, questa equazione si scinde nelle f 

Y (»** + v«) + (8 — a) pi — p =- (8 + a) V =- 0. 
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Se a -f-84=0) dovrà essere v=0, e quindi Yt^*+(5 — «)ii — ?=0. 
Le due radici di questa equazione sono sempre reali e distinte, 
perchè(8~a)«4-4pT = (a + S)* + 4(pY — a8) = (a + 8)« + 4>0. 
Il nostro movimento lascia perciò fissi due punti, il cui affisso 
è reale, ossia due punti, che nella nostra metrica sono posti a 
distanza infinita, ossia che giacciono su (7. 

Se invece S + « = 0, le nostre equazioni si riducono alla sola: 

T (|A* + v«) + (S - «) li — P = 0. 

E il nostro movimento lascia fissi gli infiniti punti, il cui affisso 
X = ji 4" « V è tale, che (i, v soddisfino alla precedente equa- 
zione. Per le (26) si riconosce che la linea, luogo di questi punti, 
è la retta (geodetica) r, rappresentata dall'equazione: 

Y (^2 + ^a) + (5 — a) iPi — P (x^ — ^2) = 0- 

H nostro movimento non è che la simmetria (§ 13, pag. 74) 
definita da questa geodetica. 

Studieremo ora la classificazione dei movimenti di prima 
specie, dimostrando nel caso attuale i risultati enunciati in ge- 
nerale al § 13. 

Consideriamo un movimento (28). Un punto lasciato fisso da 
un tale movimento avrà un affisso X tale che 

(32) X = ^j[ + P ossia yX« + (8 — a) X — p = 0. 

Questa equazione può avere due radici reali distinte: ciò 
avviene se (a — 8)* -|- 4P y ^ positivo, ossia (poiché a 8 — ^y := 1) se 

(83) (a + 8)«>4. 

Si noti che, se y = © S — a 4= 0, la (33) è ancora soddisfat- 
ta; e si deve considerare la (32) come un'equazione, che ha due 
radici distinte, una finita, l' altra infinita. 

Se dunque è soddisfatta la (33), il nostro movimento leiscia 
fissi due punti di affisso reale e cioè due punti reali A, B a di- 
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stanza infinita (posti su C) e nessun punto a distanza finita (en- 
tro C). (La proiettività corrispondente lascia lUteriormente fisso 
il polo della retta A B rispetto a C, che è esterno a C e non è 
quindi immagine di alcun punto reale della nostra metrica). 

Osserviamo di più che se y =]= e se a, 6 sono le radici reali 
della (32), la (28) si potrà scrivere 

(34) ^7^^ = k }-~ ~ (& = cost. reale positiva). 

A — o A — 

Se invece y = ed a è la radice finita della (32) dovremo 
scrivere, al posto di (34), la 

(34)' X' — a = fc (X — a) {k = costante reale positiva). 

Potrebbe invece avvenire che la (29) avesse una sola radice 
(reale, finita o infinita, secondo che y = oppure y 4= 0). Ciò av- 
viene se 

(36) (a + 8)« = 4. 

In tal caso il nostro movimento lascia fisso un sol punto a 
distanza infinita (posto su (7). 

Se y 4= ed a è la detta radice reale, il nostro movimento 
si può rappresentare con la formola 

dove k è una costante reale. 

Se invece y = 0, e quindi per la (3B) a — S = 0, il nostro 
movimento è rappresentato da una formola 

(36)' X' = X + fc {k = costante reale). 

Infine, se 

(37) (« + 8)» < 4, 

la (32) ha due radici a, ao immaginarie coniugate : quella di esse, 
che ha il coefficiente della parte immaginaria maggiore di zero, 
sarà r affisso di un punto reale interno a Cj che sarà a distanza 
finita^ e sarà V unico punto reale lasciato fisso dal movimento con- 



86 Capitolo Terzo — § i4. 

rideroiù. È intanto ben chiaro che il nostro movimento si pnò 

rappresentare con una formola: 

y — a ^^ j. X — a 

X' — fio i — tf o * 

dove k è una costante. Ma, poiché il nostro movimento è reale, 
questa equazione deve restare equivalente a se stessa, se noi 
scambiamo a ed ao, e scriviamo Ico al posto di k. Ciò avviene 
soltanto se fc = ^ , ossia se i; è in modulo uguale a 1. Noi po- 
tremo dunque porre i = 6*^ (8 =*= quantità reale). E il nostro mo- 
vimento sarà rappresentato dall'equazione: 

(38) '^-TLSl = e'« J'- --^. 

\'—ao X — ao 

Ricordando le proprietà, che abbiamo trovato man mano per 
i punti lasciati fissi da uno dei nostri movimenti, riconoi^ciamo 
facilmente che un movimento simile a un' altro, per cui sia sod- 
disfatta la (33) o la (36) o la (37) soddisfa pure rispettivamente 
alla (33) o alla (36) o alla (37). Ciò si può verificare anche di- 
rettamente. Se X' = -»r-xl' ^ ^^ movimento trasformato di (28) 
per una qualsiasi trasformazione lineare in X, un facile calcolo 
dimostra che (a' -f- 8')* = (a -f 5)*. Ora un movimento, per cui è 
soddisfatta la (33), si può scrivere sotto la forma (34) o (34)'. 
Esso è quindi simile al movimento 

(34)" V *^ ifc X = ^J^ . X (k = cost. reale positiva). 
Wk] 

Infatti dalle (34), (34)' si passa alle (34)", sostituendo X rispet- 
tivamente alle . ^ j ^ — a. In modo analogo si prova che un 
movimento, per cui è soddisfatta la (36) o la (37), è simile ri- 
spettivamente ai movimenti: 

(36)" X' = X-f 1: 

/oo\'/ X' — i ,ftX — i . -, X cos ^ -f seni .n ^^ . ^^«i«\ 
(38) .V . -. = e*" V— . ., ossia X = - - —^-, ' _ - ,. (^ = cost.reale). 
' ' X' + » X^i' — X seni i- cosi 
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Per le (30) si deduce di qui ohe un movimento (28) o è si- 
mile al movimento definito damile 

^x = X,) 0?', =|(fc+ ^x^ + \ (A— \)x,x jo', == |(fc- -J) X, + |(A:+^)a;„ 

o dalle equivalenti 

oppure al movimento definito dalle 

o dalle equivalenti 
(36)"' (cd,-x',)^x,-Xi,x\=x,-\-{x,-x,y, ^•»+^^- _£\ = «'s+^»-?i + a;,; 
oppure al movimento definito dalle 
(88)"' x\ — a?! cos e — x^ sen 6; a:'^ = ^i sen 8 + ar^ cos 8; a:', = a?,. 

Confrontando con le (22), (21), (20) del § 13, pag. 77 e 78, ri- 
conosciamo facilmente che i corrispondenti movimenti sono ri- 
spettivamente iperbolici, parabolici, o ellittici. Un movimento 
(28) è dunque iperbolico, lossodromico, o ellittico secondo che 
è soddisfatta la (33), o la (36), o la (37). 

Che non vi fossero movimenti lossodromici era prevedibile: la 
stessa definizione di movimenti lossodromici (pag. 78) dimostra 
che essi possono esìstere soltanto se lo spazio ambiente ha al- 
meno tre dimensioni. 

Studieremo ora le metriche di Bólyai a tre dimensioni: ab- 
biamo già visto che per determinare un movimento in questa 
metrica basta determinare come esso trasforma i punti della 
quadrica Q fondamentale, che ha per equazione: 
ai + af, + xl — ri = 0. 

Ora su questa quadrica esistono due sistemi immaginarii co- 
niugati di cxD* generatrici, in guisa che per agni punto reale 
della quadrica passano due generatrici immaginarie coniugate, 
appartenenti una a un sistema, l'altra all'altro. 
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Le equazioni delle generatrici di un sistema sono 

(39) •'^izhAr^a^^^ ^4 "I" -^a -» -^ 

dove X è un parametro costante lungo una stessa generatrice, 
ma variabile da generatrice a generatrice. Le equazioni delle 
generatrici dell* altro sistema sono 

(39)' _^i_Z7 1?^_ ^^ ^3 "f" ^4_ _. „ 

"""" •''3 I «^4 *^i I • * •^j 

dove |i è un altro parametro, costante lungo una stessa genera- 
trice, e variabile da una generatrice all'altra. Se noi diamo i 
valori di X e |i, individuiamo una generatrice di ciascun sistema, 
e quindi anche il loro punto d'intersezione; il quale sarà reale, 
soltanto se i dati valori di X e |a sono immaginarii coniugati, 
ossia se |i — Xo. I punti reali di Q si possono dunque definire 
dando i valori di un solo parametro complesso X. (Il valore cor- 
rispondente di |x resta individuato dalla n = Xo). 

Troviamo anzitutto le coordinate di un punto reale di Q, 
dato il valore (complesso) corrispondente di X. Per le (39) si ha 

0?! -h i a:^ 4- X a?3 — X ic^ =0 

X a?! -|- *" ^ ^2 "1" ^3 4" ^4 — 0« 

E scambiando X e Xo, i e — i si ha pure: 

•Cj t X^ l" Ao 00^ Ao *^4 "— ^» 

Risolvendo queste equazioni rispetto alle Xy e indicando con 
p un fattore di proporzionalità, si trova: 

(40) x^ ~pi(X-|-Xo); x^ - P(X — Xo); ajj, = pi(XXo— 1); oj^ = pi(XXo-r !)• 

I movimenti nella nostra metrica non sono che le proietti- 
vita trasformanti Q in se stessa. Una tal proiettività, o permu- 
terà i due sistemi di generatrici della Q, oppure porterà una 
generatrice di uno dei due sistemi in un'altra generatrice ap- 
partenente allo stesso sistema. Supponiamo di essere in questo 
secondo caso. Poiché i due sistemi di generatrici sono trasfor- 
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mati proiettivamente in se stessi, i parametri \ |i subiranno cia- 
scuno una trasformazione lineare 

(41) X-.-:«|+-|; ,=*jf^^ (.8_p, = A„»-H = l) 

dove a, p, y, 8, A, &, l, w, sono costanti (in generale complesse). 
Poiché il movimento considerato si suppone reale, due genera- 
trici di differente sistema immaginarie coniugate (ossia che si 
incontrano in un punto reale) debbono essere trasformate in due. 
generatrici ancora immaginarie coniugate. In altre parole^ se 
|i = Xo, dovrà essere |i' = Xo. Potremo dunque supporre 

h = ao, k = Po, 1 = Yo, w = 8o 

(dove Oo, pò • • • . sono le quantità immaginarie coniugate di a, P . . . .)• 
Quindi, la sola conoscenza delle «, p, y, 8, ossia della 

(41)' ^'--*J-+-| («5-Pr-i) 

basta a individuare completamente la nostra proiettività. 

La trasformazione (41)' su X deve naturalmente definire una 
trasformazione lineare intera omogenea sulle x„ che trasforma 
in sé stessa la forma xl -\- coi -\- cel — a?J. Con facili calcoli si 
trova che questa trasformazione è: 

a/, = J («8.+a^+p„y-f- pY„)a!, + * (a8„ - «.8 + r.P - Pr.)^', + 
+ è(«r.+«.r-P8,-^8)ar3+i(aY.+«.T+P5. + P.8)a:, 

a;'«=5(a.8— aSo + PoY— pY.)a?i+5(«5.+a,S— P.Y— PY.)a;,+ 
+5KY— «Yo+PS„— ?o5)a;,+^(a.Y-aY.+ft.S— P8.)a:, 

a;', = J(ap, + aof(— y8.— Y«8)a:i + 5(?oa— ?a«+Y.S-Y8»)x,+ 
+|(a«.+88o — ?p.— YY.)«, + |(««.+??o-YY. — 85,)a?4 

«'4=è(«?o + a.P+Y5. + Y*5)«i+5(«?»+Y6.— ?«.— 8Y.)a?,+ 
+ è(«a..+YY.-p3.-58„)aJ, + è(««.4-PP.4-YY« + 58,)a;, 

Le (42) rappresentano tutti i movimenti, che non permutano 
i due sistemi di generatrici. Ogni altro movimento si otterrà 
quindi moltiplicando un movimento (42) per uno speciale movi- 



(42) 
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mento, che permuti i parametri \ |4. Un tal movimento ci è dato 

dalle X':=|x; pi' = X, che sono equivalenti alle: 

(43) x\ = Xi {i = 1, 3, 4) x\ p= — a?,. 

Un movimento è sempre definito dunqt^e o da una formala (41/ 
(o, ciò che è lo stesso, dalle (42)), oppure è prodotto del movi- 
mento (43) per un movimento (42). Ritroviamo dunque (§ 13, pag. 
73 e 74) che i movimenti formano un gruppo G a due schiere di 
trasformazioni: una di esse è definita dalle (41)' o daU^ (42) e 
forma un gruppo continuo T a una sola schiera di trasformazioni^ 
che è contenuto in G come sottogruppo di indice 2. 

Studiamo ora il significato della (41)' per la rappresentazione 
conforme della nostra metrica su un semispazio euclideo ti, in 
cui yi, 1/2, ^3 sono coordinate cartesiane ortogonali, e y, ^0. (Ofr. 
le (16) del § 10, pag. 60). I punti del piano y^ = sono l'imma- 
gine dei punti posti sulla quadrica Q: e quindi a ogni punto 
del piano y» = corrisponderà un valore del parametro comples- 
so X. Confrontando le (16)' (pag. 60) con le (39) si trova 






Il nostro parametro complesso X non è quindi che la variabile 
complessa di Gauss del piano assoluto y, = 0, su cui y^ e y^ sono 
coordinate cartesiane ortogonali. 

8e noi ci fo88Ìiuo serviti di ijnestn proprietà per definire il ptirame- 
tixi X, avremmo potuto ancora dimostrare direttiimeiite che ogui movi- 
mento del nostro spazio iperbolico, o è definito da una trasfonuazione 
(41)' su X = .V] -\- i y^ì oppure è definito da una trasfonnazione, che si 
ottiene moltiplicando una trasformazioue (41)' per hi 

(43)' X'== + Xo. 

Infatti ($ II7 l^g* 65 e 66) a nn movimento del nostro spazio iperbolico coni- 
sponde sul piano assoluto y, := una trasformazione conforme che porta 
un cerchio in un cerchio e viceversa. £ tali trasformazioni, cornee noto dai 
primi t«oremi sulle rappresentazioni conformi (e come a noi risulta in via 
indiretta da quanto abbiamo esposto fio qui), sono definita appunto da una 
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trasformazione (41)', qaando conservano il senso degli angoli sul piAno 
y, = 0, o da una trasformazione prodotto di una trasformazione (41)' per 
la (43)', quando non conservano il senso degli angoli sul piano j^, = 0. 

Studiamo ora una trasformazione (41/; essa, come sappiamo, 
definisce un movimento di prima specie, in quanto che si può 
ridurre alla trasformazione identica X' = X con una variazione 
continua dei parametri a, p, y, 8. Essa lascia fissi quei valori di 
X, per cui 

(44) yX« + (5-aJX + p = 0. 

Se la (44) ha due radici a, 6 finite e distinte, la (41)' si può 
scrivere sotto la forma: 

X'ÌE 6 = *^ xEll (se a ^= & 4= o =^ a). 

Se la (44) ha due radici distinte, ma una di esse è infinita, se 
cioè y = 0, 5 — a 4= 0, la (41)' si può scrivere sotto la forma : 

X' — a = & (X — a) (se & = oo, a 4= &)• 

In ambi i casi la Te soddisfa fiUa: 



(46) 



« + 8 = ±(v/À: + -^^) 



Trasformiamo il nostro movimento nel primo caso con la 

X' = ^* ~^-^ , nel secondo con la X' = X -— a. Il nostro movimento 

X — 
si muterà nel movimento simile^ definito dalla 

Ora scriviamo, servendoci delle (42), la trasformazione lineare 
sulle X, definita da tale trasformazione sulla X. Otterremo, posto 
it = pe'«(p, 9 reali; p > 0): 

x\ = Xi cos e — a;, sen a;', = ^ (p + -) a;, + ^ (p — - ) x^ 

iC, =- Xi sen e -f ajg cos 6 aj'^ = ^ (p —-)», + |(p + p) «*, 
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o, ciò che è lo stesso: 

x\ = Xi cos e — a?a sen Q x\ + a? 4 = p (^3 + x^ 

x\ = x^ sen 6 + ir j cos fi ay'j — x\ = - (ojj — x^ 

Confrontando queste formolo con le (20), (22), (24) del § 13, 
pag. 77 e 78, troviamo che: Il movimento definito dalla (41)' è, 
quando la (44) ha due radici distinte, ellittico se p = 1, iperbolico se 
oos6 = 1, lossodromico (ellittico-iperbolico) se p 4= 1, cos 6 =4= 1. Que- 
ste tre specie di movimenti si possono caratterizzare con la seguen- 
te proprietà geometrica, che risulta immediatamente dalle nostre 
formole. Un movimento ellittico (iperbolico) lascia fissi tutti i 
punti posti su (i piani passanti per) una retta, che incontra la 
quadrica assoluto in punti reali, e che si chiama l' asse del mo- 
vimento. Un movimento lossodromico è il prodotto di un movi- 
mento ellittico e di un movimento iperbolico, che hanno lo stesso 
asse. Per la (46) e per la fc = p e*^ si trova che 

-r^ VP i' 

cosicché si ha rispettivamente nei tre casi: 

a + S é reah e minore in valore assoluto di 2, 
a + 5 é reale e maggiore in valore assoluto di 2, 
a -f 8 é immaginario. 

Studiamo ora il caso, in cui la (44) ha due radici uguali a 
uno stesso numero a, finito o infinito. (Il numero a è infinito, 
ae Y = 3 — a -- 0; notiamo che allora {i =t= 0, perchè altrimenti la 
(41) si ridurrebbe all'identità). Se la (44) ha radici uguali, finite o 
no, si ha(5 — a)* — 4pY = 0, ossia (per la a5 — Py = 1) (a-i-5)*:=4. 
E viceversa. La (41)' si può allora scrivere sotto la forma: 

^,^- ^ = j^— ^— -f A;, (fc = cost.) (se a 4: (X.) 

o sotto la forma 

X' == X i- '^ (^ + cost.) (se a == cxj). 
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Nel primo (secondo) caso trasformiamo il movimento (41)' 
mediante la X' = j. .. . \X = ,, ). Il movimento (41)' sarà tra- 
sformato nel movimento simile 

(46) X' =- X + 1. 

La trasformazione lineare (42) corrispondente alla (46) è: 

x\ = xi — a)s + x^ x\ = a?! + ^ (d?3 + x^) 
x\ = a?g x\ = i^i + 5 (3 0^4 — Xq) 

o, ciò eh' è lo stesso: 

(46)' x\=x,;x\'X',=x,'X,]x\^x, + {x,'-x,);'^'±^'''^^'^^ 

Confrontando con le (21) del § 13 (pag. 78) si riconosce che 
questo movimento è parabolico. Dunque anche il movimento 
iniziale (40)' è parabolico, se a + 6 = + 2. 

Noi diremo che una trasformazione (41)' è ellittica, iperbolica, 
lossodromica o parabolica secondo che il corrispondente movimento 
è ellittico, iperbolico, lossodromico o parabolico, E avremo quindi 
che la (41)' è 

iperbolica se ol + 5 è reale, e | a 4- S | > 2, 
parabolica se a -{-5 è reale, e | a f 8 | = 2, 
ellittica se ce -{-5 è reale, « | a -f- S | <; 2, 
lossodromica se ol -\- 5 è immaginario (*). 

Nel caso che a, p, y, 5 siano reali e quindi la (41) si possa 
(secondo i risultati della prima parte del presente paragrafo) 
considerare come un movimento di uno spazio 82 iperbolico a 
due dimensioni, la quantità a + 5 è sempre reale. E precisamente, 
per quanto abbiamo visto, (cfr. le (33), (35), (37)) la (41)' dà pro- 



(*) Come abbiamo visto, tali trasformazioni lossodromiche sono sem- 
pre ellittico-iperboliche. Dalle (24) del $ 13 (pag. 78) si deduce subito 
infatti che movimenti ellittico-parabolici non possono esistere in spazii 
.iperbolici a .meno di quattro dimensioni. 



a?„ 
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prie origine a un movimento eUittico, iperbolico o parabolico di 8^, 
secondo che essa è eUitHca, iperbolica o parabolica secondo le 
convenzioni attuali^ le quali si riconoscono cosi conformi anche 
a quanto abbiamo trovato in questo stesso paragrafo per gli 
spazii iperbolici a due dimensioni. 

Studiamo ora rapidamente i movimenti di seconda specie di 
uno spazio S di Bólyai a tre dimensioni. Un tale movimento M 
sarà definito da un'equazione 

I valori di X, che una tale trasformazione lascia fissi, sono 
quelli, che soddisfano alla: 

X = ^-;^^t: g ossia yXXo + 8X — a^ — ^=«0. 

Bicorriamo ora alla rappresentazione conforme sul semispazio 
euclideo k, in cui y^, y^, .Vg sono coordinate cartesiane ortogonali 
e ^8 > 0« Abbiamo già visto che X = yi -}" * ^2* I punti del piano 
assoluto, lasciati fissi dal nostro movimento, sono dunque quelli 
per cui è soddisfatta la: 

e quindi anche (se ci limitiamo a punti reali) la 

Yo (yì + yl) + (So — Oo) yi — i (5o + ao) y, — pò = 0. 

H nostro movimento M lascierà fissi infiniti punti reali al- 
lora e allora soltanto che queste equazioni definiscono una linea 
reale. Ciò avviene soltanto se 

y Ì-::_oi 5 + a^^P P i.<8-_a)« _ (8+_«)« ^ 

YD*"&> — oo" So-hoo ^ Y 4y« 4y« ^^ 

E in questo caso le due equazioni precedenti definiscono un 
cerchio reale C. 

Al movimento M corrisponderà in n l'inversione per raggi 
vettori reciproci definita dalla sfera <7, che taglia ?c ortogonal- 
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mente lungo il cerchio C. H movimento M sarà la simmetria 
(§ 13, pag. 74, 76) rispetto a quel piano, che ha in n per immagine 
la citata sfera «7. 

Quando noi abbiamo una trasformazione T, o un gruppo G 
di trasformazioni T del tipo: 

a coefficienti a, p, y, P reali (complessi), noi potremo dunque con- 
siderare TjO O come individuanti un movimento o un gruppo 
di movimenti in uno spazio S di Bólyai a due (a tre) dimen- 
sioni. Anzi per brevità noi diremo senz'altro che T o O sono 
un movimento o un gruppo di movimenti in uno spazio siffiitto. 
Potremo poi considerare Io spazio S rappresentato geodetica- 
mente entro una conica reale C (quadrica reale Q non rigata) 
in guisa che il movimento T o il gruppo G di movimenti siano 
in realtà una proiettività, o un gruppo di proiettività in 8, tra- 
sformanti la C (la Q) in se stessa. Potremo anche rappresentare 
conformemente S nei punti intemi a un cerchio (a una sfera) 
limite, oppure nei punti di un semipiano (semispazio) limitato 
da una retta (da un piano) limite. La trasformazione T, o il 
gruppo G diverranno una trasformazione, o un gruppo di tra- 
sformazioni circolari conformi trasformanti in se stessa la retta 
o il cerchio (il piano o la sfera) limite. I punti del cerchio o 
della retta (della sfera o del piano) limite sono poi l' immagine 
dei punti di C (di Q). 

§ 16. -- La metrlolie Hermitiaiie. 

Come abbiamo visto al § 8 (pag. 46 e seg.), una metrica Her- 
mitiana reale in uno spazio 5 a 2 (n — 1) dimensioni è definita 
da una forma del tipo 

(47) x^(xf,-\-x,xl'^.... + Xn-.i ivUi ± 0?» a?S, 
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ed ha 1' elemento lineare 

(48) d*» = + fe« -•- - _•-,-- - J ! (Jk= cost. reale), 

(È€.5J±i)* 

1 

dove è 5, = -' (^ = 1, 2, . . . ., n — 1); questo elemento lineare, 
quando si ponga 5/ = Wi + *^o diventa una forma differenziale 
quadratica definita positiva delle m^, t?«. Le proietti vita sulle a?, 
che lasciano fissa la (47), definiscono dei movimenti per la no- 
stra metrica. Lo studio di questi movimenti, lo studio delle geo- 
detiche e delle linee geodetiche si compiono con metodo affatto 
simile a quello seguito per gli spazii a curvatura costante. 

I punti a distanza infinita sono rappresentati nello spazio 
. euclideo S, in cui le tt„ r, sono coordinate cartesiane ortogonali, 
dall' ipersfera / definita dalla 
«-i 

S («? + tJ?) + 1 = 0. 
i 

E la metrica è reale in tutto S, se vale il segno superiore, 
ossia se / è completamente immaginaria. La metrica è reale 
soltanto nella regione R dei punti intemi a /, se vale il segno 
inferiore, ossia se / è reale. 

Se n = 2, la nostra metrica è una metrica a curvatura co- 
stante, rappresentata conformemente in 2. 

Se « >• 2 diremo varietà sisiaUea ogni varietà a 2 dimensioni, pas- 
aante per almeno uno, e quindi per infiniti punti, ove la nostra metrica 
è reale, la quale sia definita da n — 2 equazioni lineari indipendenti sulle x 

2 «'* 5* +»<=== (• = 1, 2, . . , . , n — 2) (a *« cost.) 

le quali, scindendo la parte reale dall' immaginaria, equivalgono a 2 (n — 2) 
equazioni lineari reali sulle variabili «< , t;^ . Con questa definizione si 
dimostra che (*) : 



(*) Cfr. la nota dell' A.: <f. Sulle metriche Hermitiane» pubblicata nei 
Bendio. delV Istituto Veneto (1903). 
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La geodetica che coiigiunge due punii A, B è (jtiel cerchio y <^he patisn 
per A e B e taglia ortogonaln.eufe il cerchio (7, in cui la varietà sistaiica 
passante per A e B interseca I. 8e D, E sono % punti d* intersezione di V 
e Y, fi logaritmo del bir apporto dei quattro punti A^ By Dy E del cerchio f 
è, a meno d* un fattore costante, uguale alla distanza geodetica A B, 

Daremo ora alcune forinole, assai importanti per gli studi, 
che faremo più tardi. 

Osserviamo che quei movimenti nella nostra metrica, che la- 
sciano fìsso il punto di coordinate tt, = i?f = ()(i = l,2, ....,w — 1) 
hanno in 2j per immagine dei movimenti euclidei, lascianti fissa 
l'origine tt, = »< = (£ = 1, 2, . . . ., n — 1). Le geodetiche uscenti 
da hanno in S per immagine delle rette. Punti equidistanti 
da hanno in S per immagine punti equidistanti dall'origine C. 
Una ipersfera L nella nostra metrica di centro e di raggio p 
(cioè, il luogo dei punti che nella nostra metrica hanno una di- 
stanza p da 0) ha in 2 per immagine una ipersfera 77 col cen- 
tro nell'origine C. Sia R il raggio (euclideo) di L\ Noi vogliamo 
trovare anzitutto che relazione passa tra p ed /? per il caso che 
/ sia reale e che quindi nella (48) valgano i segni inferiori. Alla 
ipersfera U appartiene il punto -4', di coordinate 

tt, = i2, t?i = Ma = t?35 = = M,_, = r,_, = 0. 

n segmento (7 A' della retta r i = m^ = i?.. = = a,_i = t?,_j = 

è immagine di un segmento -4 di geodetica, raggio di L. La 
lunghezza p è data dunque dall'integrale 

p = f ds 
esteso al segmento (7 A\ Per la (48) si ha perciò 

^ ' <^ J (1— M*) 2/ \M,-|-1 «, — 1/ 2 ^1 — R 

o 'o 

equivalente alla: 

(49)' R = \-- -p- = tangh^. 

e -f- e^ T 
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Calcoliamo ora il volume v (cfr. § 6, pag. 29 e 3()) della iper- 
sfera L, sempre nell'ipotesi che I sia reale. 

Dovremo anzitutto calcolare il discriminante del nostro ele- 
mento lineare, considerato come forma quadratica dei differen- 
ziali delle variabili indipendenti. Ora V elemento (48) è una forma 
Hermitiana delle n — 1 variabili e? 5o e come tale avrà il discri- 
minante 






dove si è posto /S = S §i ?? — !• Se noi consideriamo l'elemento 
(48) come forma quadratica delle 2 n — 2 variabili d^,, dg?, il 
suo discriminante sarà uguale, a meno di un fattore numerico^ 
al quadrato di A. Comincieremo dunque dal calcolo di A, e 
quindi dal calcolo del determinante, che compare a numeratore 
nella formola precedente. Togliendo dalla »*"'"' (i = 2, 3, . . . .,« — 1) 

riga di questo determinante la prima riga moltiplicata per ^ , 
troviamo che esso è uguale a 

f. — §, .... 

l^ -$,.... 



(f,)-' 



, 5«-i .... - e, I 

Aggiungendo nel nuovo determinante ora scritto alla prima 
riga tutte le altre, moltiplicate rispettivamente per ?g, Kj ..••? 5j_i, 
troviamo che la precedente espressione è uguale a 

(— 1)"-* /S-^' 
e ohe quindi 

Il discriminante del nostro elemento lineare, quando si assu- 
mano le §<, §J come variabili indipendenti, è quindi, a meno di 
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un fattore costante ugnale a S''", Altrettanto avverrà perciò del 

discriminante del nostro elemento lineare, quando si assumano 

a variabili coordinate le variabili reali ^,=="=^'17-5-, t?i = 5*.~-?'. 

2 ZI 

Questo discriminante sarà uguale a 

X- X* 

-^ = p,-i Hii (X = cost.) 

E il volume della ipersfera L sarà uguale all'integrale di 



[-§(»?+»?)+ 1] 



esteso a tutta la ipersfera L\ Per trasformare questa espressione 
useremo coordinate polari in S, indicando con 8 la distanza eu- 
clidea da un punto generico di S all'origine e con a la distanza 
geodetica corrispondente nella nostra metrica. Sarà 

«=tangh^^. 
Il discriminante sopra calcolato sarà uguale a 

L'espressione du^dv^ , . , . du^_i d^»-i è l'elemento di volume 
in S. Quindi, se con dw indico l'elemento d'area di una iper- 
sfera di S di raggio uguale all'unità, a questa espressione potrò 
sostituire la 

«*""'* dtc ds. 

E se con w indico l'area totale dell' ipersfera citata, il vo- 
lume r di L nella nostra metrica sarà dato dalla 

(61) v = XtC l rz -,^- d 8. 



[B ^««-» 
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Poiché s <i R <^1 avremo 



V 



, fR ds ^ Xw I 1 y-' 

^'^j li---^r<n--l[l-RÌ • 

o 

Per la (49)' si trova successivamente, indicando con |i una 
costante : 

(61/ V <|X6T^-^>^ 

Osservazione. — Tanto le metriche Hemiitiane, che le metriche a 
curvatura costante si possono considerare come caso particolare delle se- 
guenti metriche generali. Siano dati in uno spazio euclideo rappresenta- 
tivo S una ipersfera 1 e un sistema di piani i?^, tali che per due {>unti 
generici passi uno e un solo piano i^, ^1^^ sistema. Definiamo nella no- 
stra metrica come distanza di due punti infinitamente vicini Aj B M lo- 
garitmo del birapporto k così definito. Si prenda il piano 8^ , che passa 
per -<4, ^ e si tracci il cerchio C, che giace in questo piano e taglia orto- 
gonalmente l'intersezione di questo piano con I in due punti 2>, B^ Per 
birapporto k si assuma il birapporto dei quattro punti A, B, 1), E del 
cerchio C, Se il sistema dei piani S^ è il sistema dei piani, che passano 
per il centro di 7, la metrica, che otteniamo, è a curvatura costante. Se 
esso è un sistema di piani sistatici rispetto a una metrica Hermitiana, 
otteniamo una metrica Hermitiana, ecc. Supponiamo che S sia a quattro 
dimensioni; e siano ijg, S'a due iperpiani di S, in ciascuno dei quali esista 
un complesso lineare. Noi potremo scegliere in S come sistema di piani 
8^ quel sistema di piani, che intersecano tanto Ss come S', in un raggio 
del corrispondente sistema lineare. Se i due complessi lineari sono sin- 
golari, con assi in posizione opportuna rispetto a i, la metrica è Hermi- 
tiana. Se di più gli assi dei due complessi si incontrano nel centro di 7, 
la metrica è a curvatura costante. Questo esempio mi fu gentilmente sug- 
gerito dal chiarissimo Prof. M. Pieri. 

§ 16. — Metriche milite. 

Abbiamo già definito al § 6 le metriche miste; ora faremo 
alcune osservazioni per il caso che le metriche parziali siano 
Hermitiane. Premetteremo alcune definizioni, per poter riuscire 
più chiari. Sia 4 = S ^, (i = 1, 2, . , . ., ft) una metrica mista in 
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uno spazio S. Le forme Af siano forme differenziali quadratiche 
nelle variabili ojf'^, o^'-^, . . . . , oci'^ . Le variabili oc^^ siano indipen- 
denti dalle x^^ per i 4= A; tra di loro invece le ocf^^ possano essere 
legate da qualche relazione. Consideriamo ora k spazii /Si, S^, 
. . . ., /S», in cui le af^\ ocf*\ , a:^*^ siano rispettivamente le va- 
riabili coordinate. Sia B un punto x^j!^ = ai'^ dello spazio (totale) 
Sj in cui tutte le x sono le variabili coordinate, e in cui vige la 
metrica definita da A. Nello spazio /S< (i = 1, 2, . . . ., A) esisterà 
un punto J5„ le cui coordinate sono precisamente al'\ a5'\....,ai*'^. 
Questo punto si dirà la proiezione di B su Si. Evidentemente : 

Un punto dello spazio totale S individua le sue proiezioni sui 
k spazii parziali, e ne è individuato. 

Una linea l di S avrà sugli spazii parziali per proiezioni delle 
linee li, luogo delle proiezioni dei punti di l. 

Nello spazio /S, immaginiamo esistente la metrica definita dal- 
l' elemento lineare parziale Ai. Avremo: 

La lunghezza di una linea infinitesima in S è uguale alla ra- 
dice quadrata della somma dei quadrati delle lunghezze delle sue 
proiezioni, e quindi non è maggiore della somma delle lunghezze 
delle sue proiezioni. Quindi : 

La lunghezza di una linea qualunque in S non è maggiore 
della somma delle lunghezze delle sue proiezioni. 

I metodi del calcolo delle variazioni dimostrano facilmente 
che una geodetica in S ha come proiezione su Si una geodetica 
di Si. Quindi: 

La distanza geodetica di due punti B, C di S non è maggiore 
della somma delle distanze geodetiche dei punti Bf, Ci in Si (quan- 
do si indichino al solito con i?„ C, le proiezioni di B, C su S,). 

Supponiamo ora che la metrica definita da ^j in /S, (i = 1,2, 
. . . . , A) sia Hermitiana, La metrica definita da -4 in aS si dirà 
Hermitiana mista. Sia data in S una ipersfera F, luogo dei punti 
che hanno una stessa distanza geodetica p da un punto fisso 
{centro della V). Consideriamo in aS, (i = 1, 2, . . . ., k) la ipersfera 
Vi di raggio p, che ha per centro la proiezione 0, di su Si* 
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Un punto Bj intemo a F, avrà su S{ per proiezione un punto -B, 
intemo a F,. H volume t? di F sarà minore del prodotto dei 
volumi Vi di F,. Sa la metrica esistente in Si è una metrica 
Hermitiana iperbolica, sarà (§ 16, pag. 100) r, < [i^ e""" , dove ja,, Vj 
sono costanti positive. Quindi: 

(62) t? <^ t/i »,.... »t <C |i e"^' (ji, V costanti positive) 

Il valore D del discriminate di A in un punto B di S è u- 
guale al prodotto dei valori Dj dei discriminanti di Af nei punti 
J5„ proiezioni di -4 sugli spazii /S,. Se noi indichiamo con a (a^ 
la distanza geodetica non euclidea, misurata nella metrica A (Ai) 
dall' origine al punto B {Bt\ abbiamo a<. Sa,, Di più, per la (60) 
del § 16, />, ! 1^ hi e'i^' , (dove A<, Z, sono costanti positive). 

Quindi : 

(63) I /) I == n iZ), ^ Ae% dove h,l sono costanti positive. 

Questa formola avrà una grande importanza nel corso di 
questo trattato. 



PARTE SECONDA. 

I PROBLEMI FONDAMENTALI, I GRUPPI PROPRIAMENTE DISCONTINUI 
E LE LORO APPLICAZIONI ARITMETICHE 



Capitolo Quarto. — I problemi fondamentali. 

§ 17. ^ Enonoiato dei problemi fondamentali e primi teoremi. 

In questo paragrafo vogliamo dare la definizione dei gruppi 
propriamente discontinui. Per mostrare in modo semplice e spon- 
taneo Futilità di considerare tali gruppi particolari, noi potrem- 
mo seguire due vie: Tuna che parte dallo studio della riduzione 
delle forme algebriche, di cui ci occuperemo più avanti, l' altra, 
che parte da alcuni problemi di indole funzionale. 

Per molte ragioni di opportunità e semplicità noi seguiremo 
questa seconda via: ecco perchè questo capitolo si occupa di 
questioni, che troverebbero sede più naturale nella terza parte 
del presente trattato. 

Le applicazioni funzionali dei gruppi discontinui sono di due 
specie: applicazioni alle funzioni di variabile reale, e applica- 
zioni alla teoria delle funzioni analitiche di variabile complessa. 
H problema fondamentale per le applicazioni alla teoria delle 
funzioni analitiche ò il seguente : 
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Problema A, — Sia G un gruppo discontinuo di trasforma- 
zioni birazionali su n variàbili {indipendenti) complesse Xi, a?»,...., a:,, 
eT un gruppo su m variabili z^, 2,, — , Zm» ^ siano i gruppi (?, V 
in isomorfismo oloedrico meriedrico, in guisa che a una trasfor- 
mozione di G corrisponda una e una sola trasformazione di T. 
Si costruiscano tutti i possibili sistemi di m funzioni Zi,Zt, ....^z^ 
analitiche uniformi delle a?i, a?,, ,..., ;r„, tali che quando le x su- 
biscono uìia trasformazione qualunque T di G, le z subiscano la 
trasformazione corrispondente i di T. 

Se il gruppo r si riduce alla sola trasformazione identica, 
questo problema diventa il secondo problema fondamentale. 

Problema B. — Se G è un gruppo discontinuo di trasforma- 
zioni birazionali su n variabili a?,, x^, ,...,5c„, si costruiscano tutte 
le possibili funzioni analitiche uniformi delle x invarianti per G, 
ossia che restano invariate quando le x subiscono una trasforma- 
zione di G. 

Più particolarmente noi ci proporremo di determinare, se esi- 
stono, tutti i sistemi di n funzioni analitiche uniformi e indipen- 
denti, invarianti per G. 

I problemi analoghi, quando G è un gruppo continuo, con- 
tiene come sottogruppo un gruppo continuo, escono dal campo delle 
ricerche, che ci siamo proposti. 

Le funzioni che risolvono il problema A si diranno funzioni 
zeta-cremoniane ; quelle che risolvono il problema B si diranno 
cremoniane. Se (? è un gruppo lineare, o più particolarmente se 
G è un gruppo fuchsiano o un gruppo kleiniano, o un gruppo 
(iperfuchsiano) di movimenti in una metrica Hermitiana reale, 
e se r è un gruppo di trasformazioni lineari intere omogenee, 
le funzioni che risolvono il problema A si diranno zeta-automorfe^ 
quelle che risolvono il problema B automorfe. Noi, pur senza 
perdere mai di vista il problema generale, ci occuperemo spe- 
cialmente delle funzioni automorfe e zeta-automorfe; le quali 
sole hanno finora ricevuto applicazioni importanti alla teoria 
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delle equazioni differenziali (*). Però è da avvertire che lo stesso 
stadio delle funzioni automorfe rende necessaria la considera- 
zione di certe funzioni cremoniane, appunto come lo studio delle 
funzioni ellittiche porta alla considerazione di alcune funzioni 
automorfe (le funzioni modulari). 

Tra le funzioni generalmente note esistono delle funzioni, 
che risolvono, in casi particolari, qualcuno dei precedenti pro- 
blemi. 

Così p. es. le funzioni trigonometriche di una variabile x sono 
fonzioni invarianti per le trasformazioni del gruppo 

a;' == a? + 2 w TT 

dove n è un qualunque numero intero. 

Le funzioni ellittiche di una variabile x a periodi 2 co, 2 (o' 
sono funzioni invarianti per le trasformazioni del gruppo 

a?' = a? + 2wci)-i-2n(o' 

dove w, n sono interi qualunque. 

La funzione 2 = ii:" (n intero) è una funzione che subisce la 
trasformazione t {z = a" z) quando la x subisce la trasformazione 
T (x = a x), E queste due trasformazioni t, T generano due 
gruppi ciclici r, G isomorfi. 

Noi non sappiamo risolvere i problemi A, B in tutta la loro 
generalità. Ne i gruppi (7, T possono essere arbitrarii. Per farci 
una prima idea di alcune condizioni, a cui essi debbono soddi- 
sfare, dimostreremo alcuni teoremi. 



{*) La letteratura relativa alle funzioni cremoniane e zetacremoniane 
è ben scarsa. Cfr. V indice bibliografico, dove si troveranno citati i lavori 
fondamentali di Poincaré e Picard, ed altri, che ne perfezionano in qual- 
che punto i risultati. 
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Teor. L — Se una funzione analitica uniforme z delle a:,, a?,, . . . , :r, 
è invariatUe per un gruppo discontinuo G di trasformazioni lineari 
sulle X, contenente trasformazioni infinitesime {di Klein), allora la 
z è anche invariante per le trasformazioni di un gruppo continuo G 
di trasformazioni lineari (Cfr. § 6, pag. 17 e 22). Premetteremo 
alcune osservazioni generali. 

La più generale trasformazione lineare infinitesima di S. Lie 
sulle X è data dalle (cfr. § 6, pag. 18-19): 

S a,i,Xt-^ a,,_n 

^•,= y * - , (i,ft=l,2, ....,71) 

dove 

a,* = X 6^* (i 4= '^) «« = 1 + ^ ^it ih ft = 1, 2, y n-{-l) 

quando con 8,4 si indichino costanti finite, e con X un parametro 
infinitesimo. Trascurando infinitesimi d'ordine superiore, la pre- 
cedente equazione si può scrivere: 

(i, ft = l, 2, ...., w) 
Il simbolo di una tale trasformazione infinitesima è 

dove 

5i = 2 5,fc a?jt + 5,,, : i — S 5„ , ,.» Xi jct — o„, ,,„ . , ic\. 

Quindi (§ 5, pag. 2021) condizione necessaria e suflSciente af- 
finchè una funzione z della x sia invariante per un gruppo lineare 
continuo G' sulle x, è che valga un' equazione del tipo : 

(1) §*'*^^aÌ + ?*'4<-?^*?*'*'ax, = *' (i,/f = i,2,...,») 

(dove le a, ^ sono costanti non tutto nulle). 

Indicheremo con x\'\ x^\ — , x;^' (Z = 1, 2, . . . ., n* -j- 2 w) n (w + 2) 
sistemi generici di valori per le Xy scelti nel campo, dove si 
immagina definita e regolare la funzione z. Indicheremo con 
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S z 
Pti^ij «2, ....,a„) o con Pi (a) il valore assunto da p— per 

a?i = «1, a*» = «2j . . . ., ^n = «n dove le a sono quantità generiche. 
Scriviamo le (1) successivamente per Xi =x[^\ Xi = xf/\ ...., 
Xi = o^i"' ^''"^ (i = 1, 2, . . . ., 7i). Otterremo cosi 7i* -f 2 /* equazioni 
lineari e omogenee tra le n^ -\- 2n costanti a, ?. Eliminando que- 
ste costanti, troviamo che deve essere identicamente nullo il de- 
terminante A (x) di ordine n^ -\- 2 «, la cui Z"'"' riga (Z = 1, 2, . . . ., 
n^ + 2 ») ha ordinatamente per termini le w^ -j- 2 n quantità 

.^^f i>. (^^^'^) Pi (^-^'0 ^i'^ 2 a^:'^ p, (x^'^) (è, A = 1, 2, . . . ., n). 

E viceversa, se questo determinante A (jc) è identicamente nullo, 
cioè se A {x) è nullo, comunque siano state scelte le quantità 
generiche x'i'\ si potranno trovare delle costanti a, ^ non tutte 
nulle tali che la (1) sia un'identità. Abbiamo dunque in par- 
ticolare : 

Se la z non è invariante per un gruppo continuo lineare^ il 
determinante A (x) non è identicamente nullo, e quindi sarà 

A (a:) 4= 

se le jéP sono scelte in modo generico. 

In tal caso, scelte le x\^^ in modo generico, ma determinato, 
il determinante A ix) resterà differente da zero, se in tutti i suoi 
termini noi sostituiamo alle Pk{x^^^) delle quantità ic„, tali che: 

(2) I p, (xn - ^« I < s (A = 1,2, . . . ., n) 

dove e è una costante positiva sufficientemente piccola. Indiche- 
remo con A fa;) il nuovo determinante cosi ottenuto. 

Supponiamo ora che, essendo A {x) ^ 0, z sia invariante per 
un gruppo discontinuo G contenente trasformazioni infinitesime. 
Vedremo che ciò ò assurdo. Infatti in questa ipotesi, comunque 
siano state scelte le x!i\ noi potremo trovare in G una trasfor- 
mazione T 



Xi = 



V 
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cosi poco differente dall' identità che i punti x?^ siano portati 

in punti vicini a piacere, ossia che le quantità yf'^ definite dalle 

(3) y?^^ *- -^ - - 

appartengano al campo ove è definita la z^ e soddisfacciano alle: 

(4) < 1 .rfy -y?'\< 8, 

dove 8 è una costante, per ora indeterminata, che potremo sce- 
gliere piccola a piacere. Per ipotesi avremo: 

z {ijcf-p, ri", . . . ., Ti'^) = 2 (yi'>, yi", . . . ., i/i'O. 

La funzione 

e, (0 = z K^ +• t (i/?^ - :ri'^); . . . . ; ai" + < ({/« - 3l'>)] 

della variabile ^ si può supporre definita almeno per tutti i va- 
lori reali di t, compresi tra zero e uno, ed ha valori uguali per 
^ ==j e per ^ = 1. La sua derivata rispetto afe 

lisi 

Porremo : 

yj^ — '-fV = Pw «'^*' (Pito ^ki costanti reali) 

dove le §| , rj, sono funzioni reali del parametro reaZe t, variabile 
tra ed 1, 

Le funzioni 5i (^)j ''ìi (0 riprendono lo stesso valore per t = 
e per f := 1. Il teorema della media per le funzioni di variabili 
reale ci dice che la 5', {t) sarà nulla per f = f» e la rd {t) sarà 
nulla per t = f», dove < fi < 1, < f,, < 1. 

Indicheremo, se ji è una quantità complessa qualsiasi, con R(\l) 
e con / (ji) rispettivamente il coefficiente della parte reale, e 
quello della parte immaginaria di [i, cosicché è 

|A = ^ (|i) -f il ili) [R{ì^), /([a) quantità reali]. 
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Porremo: 

P. [T^^ + 1 {y?' - x^'); • . . . ; ai'> + f (y^' - x^')] = p« {t). 

Posto poi pa (ti) = Tc'w, Pu (^i) == ^' wj avremo : 

Ora è ben chiaro che esiste una variabile y], infinitesima per 
5 = 0, tale- che 

I R (e'**' «'«) - R {e'^^'P. (^«)) I < J'a 

I / («"*• ""«) - / (e'"*' i»» (3^")) l< ^2 • 

Infatti, se 8 tende a zero, i punti .7?^ -|- f, (y^" — .r^'') e 
^iP + *, (yi" — ai'MO < *. < 1; < <, < 1) tendono per la (4) 
al punto 3Ì'^; e i valori «'«, «"«, assunti nei punti precedenti dalle 
Pi, tendono alle pi (a^'^). 

Noi fisseremo ora la quantità S, che era rimasta in nostro 
arbitrio, cosi piccola che rj ■< e. 

Le quantità tc^ definite dalle: 

7t« = «-'"»' [* (e"'*< 7r'„) -^ t / («'==». te"»,)] 

soddisferanno alla (2). Dalle precedenti disuguaglianze si trae 
infatti : 



= |^[/?(e"'t' n„— e'^»< Pt (r^''))]* + [/(e'**' «« — e«»i p/Cx"'))]» 






y 



2^2 



Ora, aggiungendo alla prima delle (5) la seconda moltiplicata 
per t si trae: 

S P« «'**' «« = 0, 
ossia 

dove, ricordiamolo, le tu^^ soddisfano alle (2). 
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Questa equazione, per le (3), diventa: 

2 it« [è <^». •' '" + c»..H . - .ri'> 2 <'" ^ '. ' •' ''1 = « 

dove Ctt = a/fc se i 4= k, Cu^a^ — a„,,.„^,. 

Siccome per ipotesi la trasformazione T è differente dall' i- 
dentità, le costanti e non possono essere tutte nulle. Scrivendo 

le precedenti equazioni per Z = 1, 2, , »^ -h 2 w ed eliminando 

le w (w + 2) costanti e dalle w (n -|- 2) equazioni lineari nelle e 
così ottenute, troviamo A = 0, quando, secondo la convenzione 
già fatta, con A si indichi il determinante A (.r), ili cui alle pf. (./^'^) 
si siano sostituite le ^j^,. Ma se e è stato scelto abbastanza pic- 
colo, dall'ipotesi A {x) 4= t) segue, come dicemmo, A 4= 0. Ciò con- 
traddice al precedente risultato: cosicché resta dimostrato che 
la funzione z non può ammettere trasformazioni lineari, infini- 
tesime di Klein, senza ammettere trasformazioni lineari infinite- 
sime di Lie e quindi anche un gruppo continuo lineare di Lie. 

Noi abbiamo qui parlata di gruppi lineari generali. Possiamo 
dare al nostro teorema forme particolarmente semplici, limitan- 
doci a gruppi particolari : p. es. ai gruppi di traslazioni cioè ai 
gruppi, le cui trasformazioni sono del tipo : 
x\ = .r< -f tti (cii = cost.) 

Una funzione z, che sia invariante per una tal trasformazione, 
si suol chiamare una funzione che ammette il sistema di periodi 
ttf Un gruppo continuo di traslazioni ha evidentemente per tra- 
sformazioni infinitesime generatrici delle trasformazioni del tipo 

d 
S K 5— % = cost.) 

Una trasformazione di questo tipo si può evidentemente, con 
una trasformazione lineare intera omogenea sulle jr, trasformare 
in un'altra trasformazione infinitesima del tipo ^ -. Una fun- 
zione z, che ammetta questa trasformazione infinitesima soddisfa 

S z 
alla ^ 7 = 0, ossia è indipendente da Xi . 
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Vale il teorema, che si può dimostrare con ragionamenti ana- 
loghi ai precedenti. 

Teorema I.^'" — « Una funzione 2, analitica uniforme delle y,, .r^, 
. . . ., j'^j invariante per un gruppo discontinuo di traslazioni con- 
tenente trasformazioni in/initesime, più brevemente, una funzione 
uniforme, che ammette sistemi infinitesimi di periodi, ammette un 
gruppo continuo di Lie di traslazioni, e con un cambiamento lineare 
intero di variabili si può ottenere che la z sia funzione di sole 

n — 1 variabili x^, .r», , r, (0 di un numero ancora minore di 

variabili) (*). 

Siano le Ti . . . . r„ w variabili indipendenti. Se le . sono reali, 
noi penseremo spesso a uno spazio S, in cui le x sono variabili 
coordinate ; se invece le x sono variabili complesse, noi indiche- 
remo con S uno spazio, in cui sono coordinate reali la parte 
reale e la parte immaginaria delle x. In ogni caso a ogni sistema 
di valori delle ./• corrisponde un punto reale in S e viceversa. 
Se 2 è una funzione delle x, noi potremo dunque parlare del 
valore di z in un punto di S, ecc. 

Teorema II. — Se le Wi, w^, ... ,, w„ sono n funzioni analitiche 
uniformi indipendenti delle n variabili .Ti, ^r,, ...., j-,, invarianti 
per un gruppo G di trasformazioni sulle x, allora, preso un punto 
generico del campo, ove sono definite le w, esiste un intorno a 
sufficientemente piccolo di A, tale che due punti distinti qualunque 
B, C di questo intorno non sono mai equivalenti rispetto a O 
{ossia che nessuna trasformazione di G può portare un punto B 
di a in un altro punto C di a). 



(*) Questi teoremi, che abbiamo dimostrato per funzioni complesse e 
per trasformazioni lineari, si estendono anche a funzioni di variabili reali, 
e alle trasfonii azioni di un qualsiasi gruppo finito continuo di Lie: 80 
una f unzione z uni/ovvie delle variabili {reali o complesse) x^ x^ , . . , x^ è 
invariante per un gruppo discontinuo G di trasformazioni sulle x apparte- 
nenti ad un gruppo H continuo finito di Lie e se G contiene trasformazioni 
infinitesime (di Klein), la z è anche invariante per tutto un gruppo ad un 
parametro almeno appartenente a H. 
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Se infatti le tr„ tc„ . . . ., w^ sono indipendenti, allora, indicando 
con p^ il valore di 3-— nel punto generico A, sarà: 



Pn i>u • • • • P\n 
Pn i>s8 • • • • i>i> 



4=0 



Questo determinante sarà pure differente da zero se noi alle 
p^ sostituiamo delle quantità tc,^, tali che 

(6) I JP« - ^a I < e 

dove e è una costante positiva sufficientemente piccola. Ora in- 
dichiamo con rr, le coordinate di A, e con y„ Zi le coordinate di 
due punti J5, C presi in un intomo a sufficientemente piccolo 
di A. Sarà 

\yi — T.i\<i \Zi — x,\ <i 

dove 8 è una costante, che tende a zero con a. 

Se 5 e (7 sono equivalenti rispetto a G, sarà per ipotesi 

w, (y,) = w, (2,); 10^ (yi) = w,{zt): ; tr. (y,) = tr» (2,). 

Dalla Z"'"' di queste equazioni si trae che la funzione 
6, (t) = IO, [^i -H ^ (y< — 2,)] assume valori uguali per ^ = e per 
f = 1. Se ne deduce, con metodo affatto simile a quello usato 
per dimostrare il teor. I, che, scelto 8 sufficientemente piccolo, 
si possono trovare delle quantità tc^ tali che S n^ (Vt — 2f*) = 0, 
e che siano soddisfatte le (6). Eliminando da queste equazioni 
1® (j/k — Zk)i che non sono tutte nulle, perchè i punti B, C sono 
distinti per ipotesi, si trova che il determinante delle «^ è nullo, 
contrariamente a quanto abbiamo prima osservato. La contrad- 
dizione dimostra il nostro teorema (*). 



(*) Questo teorema è del resto intuitivo. Se le w sono indipendenti, 
esse si possono assumere in a come variabili coordinate; punti distinti 
di a avranno coordinate distinte. 
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Da questo teorema segue immediatamente l' altro : 
Teorema IP*". — Nelle ipotesi del teorema Ily il gruppo G non 
può contenere trasformazioni infinitesime. 

Infatti se G contenesse trasformazioni infinitesime, allora 
(§ 5j P^g- 1*^) i^ ogni intorno esisterebbero coppie di punti equi- 
valenti. 

Come abbiamo già detto a pag. 104, lo studio delle funzioni 
invarianti per un gruppo continuo di trasformazioni lineari non 
fa parte del tema, che ci siamo prefissi. Per il teor. I potremo 
dunque, nello studio delle funzioni invarianti per un gruppo 
discontinuo G di trasformazioni lineari, ossia nella risoluzione 
dei problema fondamentale (J5) per gruppi G lineari, escludere 
senz'altro che G contenga trasformazioni infinitesime di Klein. 
Ma quasi sempre, quando si vogliono studiare le funzioni inva- 
rianti per un dato gruppo discontinuo G^ su w variabili Xy la 
questione di massimo interesse è di trovare, se possibile, proprio 
n funzioni uniformi indipendenti invarianti per G. In tal caso 
il teorema II"" ci dice che il gruppo G non deve contenere tra- 
sformazioni infinitesime; e il teorema II ci dice di più che in un 
intorno abbastanza piccolo di un punto generico ^ di aS non pos- 
sono esistere punti distinti equivalenti. 

Premetteremo ora alcune definizioni. 

Noi diremo che un gruppo G è propriamente discontinuo (pr. 
dis.) in un punto A delio spazio S, quando: 

1. n punto A è lardato fisso soltanto da un numero finito h 
di trasformazioni di G (che noi indicheremo con T,, T,, ,..., 7\). 

2. *In un intorno sufficientemente piccolo di A non esistono punti, 
trasformati Vuno delV altro mediante una trasformazione di Gy 
distinta dalle T„ T„ , 7^. 

Se h = Ij il punto A è lasciato fisso soltanto dalla trasfor- 
mazione identica di G^; e quindi in un intorno abbastanza pic- 
colo di A non esistono punti distinti equivalenti rispetto a G. 

Se A > 1, e quindi il punto A è lasciato fisso da almeno una 
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trasformazione T non identica di 0, il punto A si dice polo 

della r, o anche polo di G. 

L'insieme dei poli di una stessa trasformazione non identica 
jT di (? si dice asse della T, o anche asse di G. 

Si ammette che nessuna trasformazione non identica T di G 
possa lasciare fisso un punto A, e tutti i punti di un intorno di A. 
Se le trasformazioni T di G sono analitiche, o sono movimenti 
di una metrica, o ipermetrica, vigente nello spazio ambiente, 
questa ipotesi è necessariamente soddisfatta. 

Una regione E dello spazio S si dice perfetta, se ogni punto 
limite di un qualsiasi insieme di punti, appartenenti a R, appar- 
tiene ancora a R. P. es., se 22 è una regione limitata da ipersu- 
perficie, essa è perfetta, soltanto se i punti delle ipersuperficie 
contorno si considerano come appartenenti a R, 

Un gruppo G si dice propriamente discontinuo (pr. dis.) in 
una regione R, se in un intorno sufficientemente piccolo di un 
punto generico di R non esistono punti distinti equivalenti, 

A connettere la presente definizione di gruppo pr. dis. in una 
regione con quella di gruppo pr. dis. in un punto servirà il 
seguente 

Teorema. — Se G è un gruppo pr. dis. in tutti i punti di una 
regione R, in un intorno a abbastanza piccolo di un punto A di R 
penetra al più un numero finito di assi del gruppo G; un punto 
generico di R non è lasciato fisso da alcuna trasformazióne non 
identica di S. Il gruppo G sarà dunque pr. dis. in R. In una re- 
gione perfetta R, interna a R (*) può esistere al più un numero 
finito di punti equivalenti a un punto A. 

Dim. — Infatti, se un punto B appartiene all'asse di una 
trasformazione T di G, in ogni intorno di B esistono punti 
equivalenti rispetto alla T. Quindi, se in un intorno a di -4 pe- 
netrano gli assi di infinite trasformazioni T^, T,, . . . . di Gy in a 
esistono punti equivalenti rispetto alla T,, qualunque sia i 



(*) Si dice che R' è interna a B, se ogni punto di B' appartiene a B, 
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(t = 1, 2, ....). Ciò è impossibile, se a è abbastanza piccolo, per- 
chè O è pr. dis. in A. Quindi un punto generico B di un intorno 
a abbastanza piccolo di un qualsiasi punto A di R non è lasciato 
fisso da alcuna trasformazione non identica di G; e perciò in 
un intorno abbastanza piccolo di B non esistono punti distinti 
equivalenti. G è dunque pr. dis. in R. 

Per dimostrare 1* ultima parte del precedente teorema, si os- 
servi che se in R vi sono infiniti punti equivalenti ad A, esi- 
sterà un punto B appartenente ad R, in ogni intomo a del quale 
esistono infiniti punti tra di loro equivalenti -4,, A^^ A^ . . . . Le 
trasformazioni di G, che portano Ai in -4,, o in A^^ ecc., sono in 
numero infinito: ciò che è assurdo, perchè G è pr. dis. in A. 

Notiamo che, se un gruppo G è pr. dis. in tutti i punti di una 
regione non perfetta R, allora G è pr. dis. tanto in R, quanto 
nella regione i?i, che si ottiene aggiungendo a i? i punti del- 
l'insieme derivato. 

Premesse queste definizioni e questi teoremi generali, ritor- 
niamo alle precedenti considerazioni funzionali. Se n funzioni 
u indipendenti sono invarianti per il gruppo G, noi sappiamo 
che in un intorno di un punto generico G non esistono punti 
equivalenti rispetto a G. Questo gruppo è quindi propr, dis, 
nella regione, in cui sono definite le u. 

Per le ragioni, che abbiamo svolto più sopra, noi studieremo 
il problema B, (che approfondiremo specialmente nel caso di 
gruppi G lineari) ammettendo non solo che il gruppo G non 
contenga trasformazioni infinitesime, ma anche che il gruppo G 
sia pr. dis. 

È dunque per le nostre ricerche di importanza fondamentale 
il saper rispondere alla seguente domanda: 

« Qtuindo un dato gruppo G è pr. disj». 

Da quanto abbiamo detto fin qui, risulta che è condizione 
necessaria che il gruppo G sia privo di trasformazioni infinite- 
sime (p. d. t. i,). Questa condizione non è però in generale suf- 
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ficiente. Nel capitolo seguente daremo alcuni teoremi generali, 

che bastano nei casi più importanti a far riconoscere a priori 

quando un gruppo p, d. t. i. è anche pr, dis., e danno anzi un 

metodo per affrontare questa domanda per i più generali gruppi 

lineari. 

Quanto al problema A, la condizione che il gruppo G sia 
pr. dis. non sembra essere cosi essenziale, come per il problema B, 
Tuttavia, per la mancanza di studii più generali, noi ammette- 
remo che il gruppo G sia pr. dis., anche quando vogliamo risol- 
vere il problema A, 

Come si vede, resta cosi affatto inesplorato un esteso campo 
di ricerche, che porteranno forse un giorno la teoria delle fun- 
zioni automorfe a una più ampia generalità. 

Capitolo Quinto. — La discontinuità propria dei gruppi. 
§ 18. — Definizioni e lemmi. 

Nel § 17 abbiamo già definito il significato delle locuzioni: 
gruppo propriamente discontinuo (pr. dis.) in un punto, e gruppo 
pr, dis, in una regione R. Se un gruppo è pr. dis. in una regione ii, 
noi diremo anche che esso opera in modo pr. dis. sui punti di li. 

Queste definizioni si possono generalizzare. Sia dato nello 
spazio S (§ 17, pag. Ili) un gruppo G ed un insieme S di va- 
rietà F, che godano delle seguenti proprietà: 

1. Una varietà V dipende da un numero finito di parametri 
2, .... 2^, cosi che si può porre una corrispondenza biunivoca 
tra le varietà F e i sistemi di valori dei parametri z. 

2. Una trasformazione T ài G porta una varietà V del si- 
stema S in un'altra varietà V dello stesso sistema S. 

Noi potremo dire, se Vo è una delle nostre varietà, per la 
quale i parametri z hanno certi valori 2',, 2^2? • • • •? ^my che le 
varietà F, a cui corrispondono valori delle z soddisfacenti alle 

\z, — z\\<C^ (e = costo, 
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giacciono in un intorno della varietà Vo, Potrebbe darsi che il 
gruppo G sia tale che in un intorno sufficientemente piccolo di 
una varietà generica di S non esistano due varietà distinte di S, 
equivalenti rispetto a G (trasformate l'una dell'altra mediante 
una trasformazione di G). Diremo in tal caso che: Il gruppo G 
opera in modo pr, dis. sulV insieme S, o anche che G è pr. dis. 
nello spazio S, pensato come luogo delle varietà V. 

Così pure noi potremo dire che G è pr. dis. nella varietà Vo 
di S, se questa è lasciata fissa al più da un numero finito di 
trasformazioni di G, e in un intorno sufficientemente piccolo di 
Vo non esistono varietà di S equivalenti rispetto a una trasfor- 
mazione di Gy distinta dalle trasformazioni, che lasciano fissa Fo. 

Queste definizioni costituiscono una semplice estensione delle 
definizioni, che noi abbiamo date precedentemente, e coincidono 
con queste, se le V sono varietà a zero dimensioni, e si riducono 
ai punti dello spazio rappresentativo S. 

E ben evidente che: un gruppo^ che operi in modo pr. dis. 
su un sistema S di varietà^ non può contenere trasformazioni in- 
finitesime, che non trasformino in sé stessa ogni varietà di S. 

E noi dimostreremo il teorema seguente, che è in certo qual 
modo il reciproco del teorema enunciato teste: 

Se G è un gruppo p. d. t. *., contenuto come sottogruppo in un 
gruppo continuo finito T, si può in infiniti modi trovare un sistema 
2 di varietà V, su cui il gruppo G operi in modo pr. dis. 

E precisamente si possono scegliere p. es. come varietà V i si- 
stemi di r punti dello spazio S, ossia le varietà a zero dimensioni 
formate ciascuna di r punti dello spazio S (se r è sufficientemente 
grande). 

Infatti una trasformazione di V dipende da un numero finito 
di parametri. Se r è un intero abbastanza grande, una tale tra- 
sformazione è quindi determinata, quando si diano (in modo com- 
patibile) i punti trasformati di r punti generici. Se dunque una 
trasformazione qualsiasi di F, p. es. una trasformazione di G, porta 
r punti di 8 in r punti infinitamente vicini, essa è una trasfor- 
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inazione infinitesima. Se dunque G non operasse in modo pr. 
dis. sulle r"^** di punti dello spazio S^ esso conterrebbe, contro 
il supposto, trasformazioni infinitesime. 

Cosi p. es. un gv. p. d. t, i. di trasformazioni lineari reali (com- 
plesse) su una variabile x opera in modo pr, dis, sulle teme di 
punti della retta, su cui x è la variàbile coordinata {del piano 
complesso della variabile x). 

Sarebbe di grande importanza, dato un gy^ppo G p. d. t. i., 
il poter riconoscere quaV è il più piccolo valore di r tale che G 
operi in modo pr, dis, sulle r"^* di punti di S, Questa questione 
non è che una generalizzazione dell'altra di riconoscere quando 
un gruppo G p. d. t. i. è pr. dis. in S, Infatti G è pr, dis, in S, 
allora e allora soltanto che il più piccolo valore possibile di r è 
V unità. 

Osserveremo ancora che se S ed S' sono due spazii in cor-* 
rispondenza biunivoca continua, un gruppo G di trasformazioni 
in S si potrà considerare come gruppo di trasformazioni in S\ 
Ed è ben evidente che, se G è pr. dis. in S, esso è anche pr. dis. 
in S'', e viceversa. 

§19.-1 teoremi fondamentali per i gruppi lineari. 

Noi ci volgiamo ora a trattare il problema di riconoscere 
quando un dato gruppo p. d. t. i. è pr. dis., e, più in generale, a 
risolvere la questione accennata in fine del § 18. Noi ci limite- 
remo però allo studio di due classi particolari di gruppi: 

1. i gruppi di trasformazioni lineari, 

2. i gruppi di movimenti in una metrica, o ipermetrica, reale. 
Comincieremo dal caso dei gruppi lineari, premettendo al- 
cuni lemmi. 

Ricordiamo che una forma (polinomio omogeneo) f{x^,x^, ...., x^ 
di grado k nelle variabili x^^ x^, ,.,., x^ si dice definita (positiva 
o negativa) se i suoi coefficienti sono reali, e se essa non è 
mai nulla, ed ha sempre lo stesso segno {-\- o — ), quando alle 
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X si diano valori reali non contemporaneamente nulli. Eviden- 
temente nna forma definita è sempre di grado pari. 

Lemma I. — Se f è una forma definita delle x di grado k, si 
può trovare una costante Z,, tale che, se f = M quando alle x, 
diamo dei valori reali g,, si abbiano le: 



ll^Lf^fM 



Diamo ad una delle x, p. es. alla ar,, il valore -f- 1» <^ il va- 
lore — 1, e a tutte le altre x dei valori non minori di — le 
non maggiori di ~f- 1- I valori corrispondenti della \ f | (che è 
una funzione continua delle x) avranno un minimo X, differente 
da zero, perchè f è una forma definita. Sia X la più piccola 
delle X/ . Poniamo L = t 

Supponiamo che le §, non siano contemporaneamente nulle. 
Sia m la più grande delle quantità (positive) i §/| . Sarà eviden- 
temente : 

^'^=/'(5.'5^ '5.)--v(L^--^)- 

Delle quantità *' almeno una è uguale a + 1, mentre le al- 
tre non sono maggiori di 1 in valore assoluto. Per quanto ab- 
biamo detto, avremo perciò : 



' \m m mj 



e quindi 

Se ne deduce: 



m < — r — '- 



! 3/ ' ^ m* X. 



ed 4c a fortiori » g, | ^ -^ |/*| M\ 

ossia 



(7) 5. ^ Ly' M 



e. d* d^ 
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Questa disiiguagliauza è evidentemente soddisfatta, anche 
se l, = 0. 

Osservazione. — Si può supporre che la quantità L varii con 
continuità al variare continuo dei coefficienti di f, come risulta 
dalla nostra stessa dimostrazione. 

Lemma II. — Se una proiettimtà lineare reale P, data dalle: 

n 

a/, = 2j ^ik ^k 
fc=i 

porta la forma definita V {x\ .... x'„) in un' aitila forma definita 
W {Xi .... Xn\ a se i coefficienti omologhi delle V, W hanno una dif- 
ferenza minore di una costante positiva II in valore assoluto^ esiste 
una costante positiva N^ dipendente solo dalla forma V e da H, 
tale che tutti i coefficienti ai,c sono in valore assoluto minori di N. 
Infatti si ha * 

V (S «ifc Xj^ S fljfc £Ck, , S a„fc xj,) = W^ (a?i, ajg, . . . ,, xj. 

Indichiamo con k il grado comune delle V, W e con e„ rj, i 
coefficienti di x^, x^ in V (x) e in W (x). Sarà 

Ma dair uguaglianza precedente, in cui si ponga x^ = x^ = 
....== Xf^i = a?i4., = flc.+a = . . . . = ir„ = 0, ojf = 1, si ottiene : 

|F(a„, a,,, . . . ., aJl -= | Y^.j < |e,H- H. 

Ne discende tosto per il lemma precedente che esiste una 
costante L tale che 



\a„\ C Ly',t,\-\-H (Z = l,2,.. ..,«). 
E, se noi indichiamo con N la più grande delle costanti 



■Li^\t/'-\-H (i = 1,2,.. ..,«), 
avremo che 

|a„| < N, (Z, i= 1,2, ...., w) 

ciò che dimostra il nostro teorema. 

Il teorema vale pure se le forme F, W coincidono, ossia se 
H = 0, p^sia se la P trasforma la forma V in se stessa. 
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Si può anzi (per T osservazione fatta a proposito del lemma, 
precedente) supporre che N varii con continuità al variare di H 
e dei coefficienti delle F, W, Quindi, se noi abbiamo un insieme,, 
continuo di forme definite, i cui coefficienti omologhi differiscono 
tra di loro per meno di 8, e se abbiamo delle proiettività che 
trasformano alcune di queste forme in altre delle forme mede- 
sime, possiamo supporre che per tali proiettività il numero, 
sempre finito^ N varii con continuità al variare continuo delle 
forme corrispondenti, e abbia quindi un limite superiore finito, ' 

Dimostreremo ora i seguenti teoremi fondamentali : 
Teorema I. — Condizione necessaria e sufficiente^ affinchè un' 
gruppo G di trasformazioni lineari intere omogenee ùnimodulari 
P.(^=l,2, ....) • • ' 

x\ = S a\'^ x^ (i, fc ^ 1, 2, , w) 

non contenga trasformazioni infinitesime j è che^ data una costante 
arbitraria N, esista al più un numero finito di trasformazioni del 
gruppo^ i cui coefficienti sono in modulo minori di N, . 

Infatti, se il gruppo contiene trasformazioni infinitesime, esi- 
stono delle proiettività I\ del gruppo G tali che 
. . \a[f\ <l + e •«;!> ...e (i #= fc), 

dov0£.à una. costante positiva piccola a piacere.. Esistono quindi» 
in G infinite proiettività, i cui coefficienti sono minori in mio- 
dulo di una qualsiasi costante N positiva e maggiore di 1, 

Viceversa esistano in G infinite trasformazioni i cui coeffi- 
cienti sono minori di N; tra queste, per noti teoremi della teoria 
degli insiemi, si potranno trovare due trasformazioni, i cui coef- 
ficienti omologhi differiscbno tra di loro di una quantità piccola 

a piacere. Presi cioè n punti generici At = {x[*\ a:^J\ ^ x^^^) 

(i = 1, 2, .. .., »), si potranno trovare due trasformazioni distinte 
S.TdiG tali che, se B, =^ {y\'\ . . . . , y^') e C, = {zT, . . . . , z^'O sono 
i punti trasformati di A^ per la S, o per la 7\ si abbia : 

lyi^-z^^ <e (per i,A = l,2,...,,n), •• . . 
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dove e è una costante piccola a piacere. La trasformazione S T~^ 

sia definita dalle : a? y = a?^ -j- S a^u «*; poiché essa porta C, in ii,, 

sarà 

2,"^ - 2$" = S a,, zi" (», j,h = 1,2 n). 

Tenendo fisso J, e facendo variare i da 1 ad w, otteniamo da 
questa formola un sistema a, di w equazioni lineari omogenee 
nelle n quantità aj„, che potremo riguardare come incognite. 
Essendo i punti A^ generici, il determinante D delle a;i'^ è diffe- 
rente da zero; e il determinante U delle z^^\ che è uguale a quello 
perchè la jT è unimodulare, non è infinitesimo. Ora, se noi ri- 
solviamo il sistema Oj rispetto alle a,,, noi troviamo ajf^ dato 
sotto forma di quoziente di due determinanti, di cui l'uno (di- 
videndo) infinitesimo (perchè y^*^ — 2$'^ sono quantità infinitesime), 
e l'altro (divisore) è uguale di. Dy e non è infinitesimo. Le a^i, 
sono dunque tutte infinitesime; e quindi la trasformazione ST~^ 
di 6? è infinitesima. 

Osservazione L — Se noi interpretiamo le x come coordinate 
omogenee, il teorema continua ad essere vero. 

Si potrebbe abbandonare in tal caso la condizione dell' uni- 
modularità delle trasformazioni del gruppo, dicendo invece che : 
il gruppo G è p.d. t, i. soltanto quando, data ad arbitrio una co- 
stante N, esiste al più un numero finito di trasformazioni 

^ ' ~ ? ^'* ^* 

del nostro gruppo, tali che i quozienti , - (dove con A indico il 

determinante delle a^^) sieno tutti inferiori in modulo a N. 

Osservazione IL — Invece di prescrivere che il modulo del de- 
terminante A dei coefficienti di una qualsiasi trasformazione di O 
(modulo di questa trasformazione) sia sempre uguale a 1, baste- 
rebbe prescrivere che esso fosse compreso tra 1 — e, 1 + Si , dove 
t, t^ sono costanti soddisfacenti alle < e < 1, e^ > 0. 
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Teorema II. — Sia dato un gruppo Q p, d. t. i. su certe variàbili 
X, ogni trasformazione del quale sia una trasformazione lineare 
reale intera omogenea. Ed esista un sistema continuo 2 di oo" 
forme definite V delle stesse variabili (i cui coefficienti siano p, es, 
funzioni di m nuovi parametri z^, z^, . . . ., zj) tale che ogni prò- 
iettività di G trasformi una forma F di S in un' altra forma dello 
stesso sistema S. J7 gruppo G, considerato come gruppo di trasfor- 
mazioni sul dato sistema S di forme, è pr, dis. in ogni formu V 
di Ijj e opera quindi in 2j in modo pr, die. 

Infatti sia V una forma di S, e ne sia % un intorno; per V os- 
servazione fatta a proposito del secondo lemma^ le trasforma- 
zioni di Gy che portano una qualche forma di i in un'altra forma 
(distinta o no) di i, hanno i coefficienti minori in valore asso- 
luto di una stessa costante finita, e sono dunque per il prece- 
dente teorema in numero finito. Sieno esse le 7\, Tg, ...., 7\. 
Se j è un intorno di F, interno a i, una trasformazione di G, 
che porti una qualche forma di j in un' altra forma di j, sarà 
una delle forme 7^, T^, . . . . , 7\. Indicheremo con 7^, T,, • . . . , T^ 
quelle delle trasformazioni J^, Tg, ...., I\y che portano almeno 
una forma Ai j in un'altra forma di J, per quanto piccolo sia 
stato scelto l'intorno j. Potremo allora trovare infinite forme 
Vay Viiy Fo, . . . . (i = 1, 2, , A) tali che lim F,« = F, e che, 

«=00 

se V\^ è la forma trasformata della F^^ per la T,, sia ancora 
lim V'i^ = F. La Ti, che trasforma ogni F,« nella V'f^y trasfor- 

«=00 

mera dunque la V in se stessa; è quindi soddisfatta la condi- 
zione, affinchè Gy considerato come gruppo di trasformazioni del 
sistema S, sia pr. dis. in ogni forma F di S, e quindi operi sul 
sistema S in modo pr. dis. (§ 17, pag. 114 e 117). 

Si x>otrebbe del resto dimostrare direttamente che O opera su S in 
modo pr. dis., ossia che in un intorno sufficientemente piccolo di una 
forma generica V di 51 non esistono forme distinte equivalenti rispetto 
a G. Se ciò infatti non fosse, allora, per quanto abbiamo già detto, per 
ogni forma generica W di S dovrebbe esistere almeno una tnisformazione 
non identica T di G, che lascierebbe lissa If, pure non lasciando fissa 
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tutte le forme di un intorno, per quanto piccolo, di W, E altrethmto av- 
verrebbe per ogni forma Y di un intorno % di W. Al variare di F in ì, 
varierà la corrispondente trasformazione T di Q, Ma si può dimostrare 
con metodo analogo a quello usato più sopra che queste trasformazioni T 
devono essere in numero finito. E noi le potremo indicare con Tj, T„ ..., Tt 
{]c intiero positivo finito). Una forma V di % sarà trasformata in sé stessa 
da un certo numero 7* di trasformazioni scelte tra le 7j, T^, ..,., T^ : 
r intero h potrà variare con V. Noi indicheremo con Vo una V di i tale, 
che h abbia il più pic<5olo valore possibile, e indicheremo con Tj, T^, ..., T* 
quelle delle nostre trasformazioni, che lasciano fissa la Fo. Sia a, o un 
intorno di Fo tutto interno a t, o quella porzione di un interno di Fo, 
che è interna a i. Ogni forma di a sarà trasformata in sé stessa da al- 
ìneno h delle Tj, Tj, ...., Tu, Io dico che, se a è abbastanza piccolo, 
ogni fonna di a è trasformata in sé stessa proprio dalle T^, . . . . , 2\ e 
non da una o più delle altre trasformazioni 7\ ^ i, . . . . , Tj.. Se così non 
fosse, si potrebbero scegliere in i infinite forme, avcìiti Fo come forma 
Utnitey e tnisformate in sé da una stessa delle T^^i, . . . ., T^ , p. es. dalla 
Tk-i 1* Questa dovrebbe quindi trasformare in sé stessti anche la Fo, con- 
tro l'ipotesi fatta. Se a è abbastanza piccolo, ogni forma di a sarebbe 
trasformata in sé stessa dalle stesse 7* trasformazioni scelte tra le T,, ..., TV. 
E anche questo é assurdo, perché noi abbiamo già visto che in ogni in- 
torno di una forma Fj di t esiste sempre una forma, che non é trasfor- 
mata in sé stessa da almeno tuia di quelle tra le nostre trasformazioni T, 
che lasciano fissa F,. 

Non é dunque possibile che in ogni intorno di una forma generica 
di S esistano due forme distinte equivalenti rispetto a 0. 

e. d. d. 

Osservazione. — Se le trasformazioni di G sono unimodulari, 
ossia se il determinante dei coefficienti di una trasformazione 
qualsiasi di G è uguale a 1, il teorema precedente continua a es^ 
sere vero anche nel caso, che non si considerino come distinte forme 
differenti solo per un fattore costante. 

% 20. — I t0or0mi fondamentali per i gruppi di movimenti. 

Estenderemo ora i teoremi del § 11) ai gruppi di movimenti; 
e premetteremo un lemma. 

Lemma I. — Se x^ = ^t (x^ .... x„) rappresenta un movimento 
in una metrica qualunque^ esso è infinitesimo allora e allora sol- 



Capitolo Quinto — § 20. 125 

tanto che i valori delle 

d CD 

^' ~" ^* dxt ~ ^'* ^^" = 1 j ^'* = se i 4= ft) 

in un punto A generico, ma fisso, sono (si possono rendere) con- 
temporaneamente infinitesimi. 

Infatti, se la metrica è data, un movimento C(fi = <pi è deter- 
minato dai valori, che le qp, e le — - hanno in un punto gene- 
rico, ma fisso A, (Questi valori non sono però, in generale, arbi- 
trarli). Ciò è evidente geometricamente. Infatti il dare i valori 
delle cp< equivale a dare il punto A' trasformato di ^; il dare i 

d CD 

valori delle r, - equivale a fissare come il nostro movimento 

. * . . . 

trasforma le direzioni uscenti da A, Io dico che in tal caso il 

punto B^ trasformato di un punto generico iì, è determinato 
senza ambiguità. Sia infatti g la geodetica A B] e hìbl d ìbl di- 
rezione di questa geodetica nel punto A. La direzione d', uscente 
da A\ trasformata di d è determinata senza ambiguità; e quindi 
sarà completamente determinata la geodetica g\ trasformata di g. 
Essa sarà la geodetica, uscente da A\ tangente a d\ Quel punto 
B di ^, tale che il verso A S coincida con d', e che la distanza 
A!. B sia uguale alla distanza .4 JS, è il trasformato di B, ed è 
quindi univocamente determinato. Ma ora il movimento identico 
è definito dalle a;'< = re,; e per esso i valori cp, — a?,, n ^' — S/t 
sono nulli. Affinchè dunque un movimento differisca infinita- 
mente poco dall'identità (sia infinitesimo) è condizione neces- 

d CD 

saria e sufficiente che le Xf — a;,, n - — £« siano infinitesime 

^' ^ O Xjg 

in un punto generico, ma fisso, A. 

Osserviamo ancora che il lacobiano / (x) di M non è che il 

d CD 

determinante delle ^- -- : il quale, nel caso di trasformazioni ge- 
nerali, è l'analogo del determinante dei coefficienti di una tra- 
sformazione lineare. 

Con metodo analogo a quello seguito per dimostrare il teo- 
rema I del § 19, possiamo dimostrare il seguente 
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Teorema IH. — Condizione necessaria e sufficiente affinchè un 
gruppo di movimenti in una data metrica reale, il lacohiafio dei quali 
sia in valore assoluto compreso tra 1 — e e 1 + ©1 (0 <€ < 1, e^ > 0) 
non contenga trasformazioni infinitesime, è che, scelta ad arbitrio 
una costante positiva N, esista nel gruppo al più un numero finito 
di movimenti, per cui i valori assoluti delle 91 — a?,, ^— - — e^ 
in un punto generico, ma fisso, A siano minori di N, 

Vale poi il seguente lemma, che si dimostra in modo analogo 
a quello usato per dimostrare il Lemma II del § 19. 

Lemma. — Se x\ = 9f (a^i . . . . a?«) (i = 1, 2, . . . ., w) è un mo- 
vimento in una metrica reale^ se esso porta un punto B in un 
punto C, e se le distanze geodetiche di B e G da un terzo punto A 
sono inferiori a 8 {dove 8 è una costante abbastanza piccola), i 
valori di 9, — Xi e di -^-- — e» nel punto A sono inferiori a 

O Xji 

una costante N, dipendente soltanto da 5 e dai coefficienti deW ele- 
mento lineare della metrica. 

Basta osservare che x\ = qp, [x^ x^ deve portare B in C, 

e che la trasformazione lineare intera omogenea sui differenziali 

d cpi 
dx definita dalle d x'i==^^ ^ dXj^ deve portare Tuna nell'al- 

t CI Xj. 

tra le forme quadratiche definite positive dei dx, bl cui si riduce 
il nostro elemento lineare nei punti B e C e i coefficienti delle 
quali differiscono di una quantità infinitesima con 8 dai coef- 
ficienti omologhi della forma, cui si riduce il nostro elemento 
lineare nel punto A, Se ne deduce tosto il seguente teorema, 
analogo al teorema II del § 19. 

Teorema IV. — Se G è un gruppo di movimenti in una me- 
trica reale, definita da una forma differenziale quadratica positiva, 
e se G è p. d. t. L, G é pr. dis. in ogni punto della regione in cui 
la metrica è reale, ed è quindi pr. dis. in questa regione. 

Se un movimento M di G porta un punto A' in un punto -4", 
il lacobiano / (a?) di 3f è uguale alla radice quadrata del rap- 
porto dei valori, che il discriminante A dell'elemento lineare ha 
nei punti A\ A!\ Prendendo A^ A* in un intorno sufficientemente 
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piccolo di un punto generico Aj si può rendere questo rapporto 
tanto vicino, quanto si vuole all'unità. Si può quindi trovare 
una costante positiva e <^ 1, tale che 1 — e<;|/|<;, l-|-e. 
Posto questo, il nostro teorema si dimostra in modo perfetta- 
mente analogo a quello usato per il teor. II. Le <p, — xtj ^' — £« 
hanno qui l'ufficio, che, nella dimostrazione del teorema II, ave- 
vano i coefficienti delle coUineazioni di G. 

Osservazione. — Il teorema vale anche per le ipermetriche, il 
cui elemento lineare, considerato come forma algebrica dei diffe- 
renziali^ ammetta qualche invariante non assoluto non nullo (*). 

§ 21. — Applicazioni vario doi teoromi procedenti. 

Definizione. — L'insieme di 2, di 3, , di h forme dello 

stesso grado di più variabili x si dirà costituire una coppia, una 
terna, una /e"**'* di forme. Una coppia o terna . . . . o A^^** di forme 
Vi, F2, . . . ., Vn si dirà definita positiva (negativa), se per valori 
reali e non contemporaneamente nulli delle x le forme V non 
sono mai negative (positive) e non sono mai contemporanea- 
mente nulle. 

In tal caso, se A|, Ag^ . . . ., hk sono costanti positive (negative) 
non nulle, la forma S A, Fi è una forma definita positiva (nega- 
tiva). La teoria delle /i"**^* definite di forme resta cosi ricondotta 
alla teoria delle forme definite. E dal teorema II si trae: 

Teorema V. — Sia dato un gì*uppo G p. d. t. i. di trasforma- 
zioni lineari su certe variabili a?. Sia S un sistema di coppie, 
terne^ k*^* definite di forme tale che ogni trasformazione di G 
porti una coppia, terna /e"''' di S in un'altra coppia terna 
A"'*'* di S. Il gruppo G, considerato come gruppo di trasforma- 
zioni di S, è pr. dis. in ogni coppia, o terna, /e"^'" di forme di S; 
e quindi opera su S in modo pr. dis. E naturalmente vale anche in 



(*) Nel caso di metriche quadniticlie, il diAcriininante A è appuato un 
tale invariante ► 
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questo caso un' osservazione simile a quella fatta a proposito del 

teorema II del § 19. 

Se F è una forma definita di grado 2 h nelle a?, ogni coUi- 
neazione reale porta la forma V in un'altra forma definita di 
grado 2 h nelle x. Per il teorema II del § 19 si ha: 

Teorema VI. — Un gruppo O di trasformazioni lineari intere 
omogenee reali su n variabili x, che sia p. d. t. L, opera in modo 
pr. dis, sul sistema 2 di tutte le forme definite di uno stesso grado 
2 A (A ^ 1) delle stesse variabili a?, ed è anzi pr. dis. in ogni for- 
ma di 2j. 

Osservazione, — Se le trasformazioni di G sono unimodulari 
questo teorema vale evidentemente, anche se non consideriamo come 
distinte due forme, che differiscono solo per un fattore costante. 

Una forma Hermitiana definita V di certe variabili oo^ ^ por- 
tata da ogni proiettività P reale, o complessa sulle Xi in un'al- 
tra forma Hermitiana definita delle Xf.. Posto Xu = x\ -\- i x'\ 
(x\ x'* variabili reali) ogni tale forma V equivale a una forma 
quadratica definita reale delle variabili reali a?', x". Quindi per 
il teorema II del § 19 si ha: 

Teorema VII. — TJn gruppo di trasformazioni lineari intere 
omogenee, reali o complesse, su certe variabili x, che sia p. d. t. «., 
opera in modo pr. dis. sul sistema S di tutte le forme Hermitior 
ne (*) definite delle stesse variabili, ed è pr. dis. in ogni forma di S* 
E vale anche in questo caso V osservazione fatta a proposito del 
teorema VI. 

Valendoci di questa osservazione, si possono enunciare anche 
così i teoremi VI, VII: 

Teoremi VI*''" e VII**". — Consideriamo le forme V definite di 
grado 2 h {Hermitiane) di certe variabili x come punti di uno 
spazio S: consideriamo cioè uno spazio S in cui siano coordinate 



(•) Potremmo anche considerare le forme algebriche di grado qualun- 
que delle X, xOj che hanno valori reali per qualsiasi valore delle X} le 
forme Hermitiane sono tra queste le forme di grado due. 
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omogenee i coefficienti delle V (la parte reale e la parte immagi- 
naria dei coefficienti delle Vj. E sia R quella regione di S, i cui 
punti sono immagine di forme definite. Un gruppo O di trasforma- 
zioni reali (complesse) lineari intere omogenee unimodulari sulle Xj 
che sia p. d. t i., dà origine a un gruppo pr, dis. in ogni punto 
di Ry e quindi anche in R, 

Abbiamo dunque imparato a costruire, con un metodo assai 
importante, una regione R di uno spazio Sy in cui un gruppo, 
proiettivo qualunque p. d. t. i. è pr, dis. 

Il teorema IV si può anche enunciare cosi: 

Teorema Vm. — Se un gruppo G p. d, t. i, si può considerare 
come un gruppo di movimenti in una metrica reale in una regione 
R di uno spazio S, esso è pr. dis. in ogni punto di R, e in R. 

Questo teorema è assai importante, e da esso si possono de- 
durre moltissimi teoremi particolari. P. es. si vede subito che il 
teorema VI (almeno nel caso di A = 1) e il teorema VII ne sono 
immediata conseguenza. Infatti, come abbiamo dimostrato al 
§ 7 (pag. 37-41), un gruppo proiettivo G si può sempre conside- 
rare come gruppo di movimenti in una metrica reale nella re- 
gione R dello spazio Sy che figura nell' enunciato dei teoremi 

VP" e vn'*". 

Ma dal teorema precedente si possono trarre altre conseguenze 
assai importanti relativamente ai gruppi di trasformazioni proiet- 
tive unimodulariy che trasformano in sé stessa una data forma 
V {x\ dove le x si considerano come coordinate omogenee dello 
spazio ambiente S; un tale gruppo, per i risultati del § 7, si 
può in moltissimi casi riguardare come gruppo di movimenti di 
una metrica reale in una regione R dello spazio ambiente S. Noi 
abbiamo visto cioè (pag. 36) che possiamo in molteplici modi co- 
struire delle forme L (Zy x\ dipendenti dalle x, e da un sistema 
cogrediente di variabili 2, le quali siano trasformate in sé stesse 
da ogni coUineazione, che trasformi in sé stessa la V (cfr. per 

le notazioni il § 7). Sia R quella regione di S (se pure tina tal 

BV 
regione esiste), i cui punti (x) sono tali che Viperpiano S ^ ~ 2:1 = 
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non abbia punti reali comuni con almeno una delle ipersuperficie 
L (z, x) = 0. Per i risultati del § 7 e per il teorema Vili potremo 
concluderne : 

Teorema IX. — Uìi gruppo di trasformazioni proiettive uni- 
modulari p. d. t, /., che trasformi in sé stessa una forma F, è pr. 
dis. in ogni punto della regione R dello spazio ambiente S (am- 
messo che una tal regione esista), e nella stessa regione R, 

Questo teorema, che abbiamo trovato come conseguenza del 
teorema r\^, si potrebbe anche dedurre dal teorema II. 

Ne traggiamo in particolare: 

1. Un gruppo p. d. t. i. di trasformazioni proiettive reali (com- 
plesse) tmimodulari, che trasformi in sé stessa una forma algebrica 
(Ilermitiana) definita è pr. dis. in tutti i punti dello spazio, ed 
opera in modo pr, dis. nello spazio stesso. 

2. [Jn gruppo proiettivo reale p. d. t. i., che trasformi in sé 
stessa una forma Q quadratica del tipo x\-\- .. .. -{- xl^i — xlj é 
pr. dis. in tutti i punti della regione dello spazio ambiente^ che é 
interna alla quadrica Q = 0, e in questa stessa regione (§ 9, pag. 50). 

3. Un gruppo G proiettivo reale o complesso p, d. t. i., che tras- 
formi in sé stessa una forma Hermitiana del tipo x^ x\ ~\- .... 

+ i^n-\ ^»-i — oCnCcl é pr. dis. in una regione R di uno spazio S 

cr 
cosi definito (cfr. § 8, pag. 47). Posto * = g^ = m^ -[- / p^ {k = 1, 2, 

, ...,n — 1), S è quello spazio, in cui sono coordinate (non omo- 
genee) le Uk, l't, R è quella regione di S, i cui punti soddisfano alla: 
V («ì -|- vi) < 1. // gruppo G é anche pr. dis. in ogni punto di R. 

Ricordando poi che, se G è un gruppo misto, i cui gruppi 
parziali sono gruppi di movimenti, allora G è pure un gruppo 
di movimenti (in una metrica mista), otteniamo: 

4. Se G é un gruppo misto, i cui gruppi parziali si possono 
considerare come gruppi di movimenti, e se G é p. d, t. i,, esso è 
pr. dis. in tutti i punti di quella regione R dello spazio ambiente, 
- e quindi in quella stessa regione R -, tale che i gruppi parziali 
siano gruppi di movimenti per una metrica reale nelle proiezioni 
di R sui singoli spazii parziali (cfr. § 16). 
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Cosi p. es., se x[''^ xp .... xP (i = 1, 2, .... A) sono coordinate 
omogenee neiri*"'"" spazio parziale, e se 1'/'"'""* gruppo parziale 
di G trasforma in se stessa la forma 

•*'l \ **--i I • • • • T •*'»-l •*'ii 7 

il gruppo G è pr. dis. in quella regione R dello spazio S^ tale 
che la proiezione di un punto di R sullo i'*'"'*' spazio parziale 
soddisfi alle: 

ér + .... + 4^J, - ^r < (i = 1, 2, . . . . ft). 

Risultati analoghi si ottengono nel caso che i singoli gruppi 
parziali lasciassero fisse forme Hermitiane, o forme algebriche 
di grado superiore al secondo, ecc. ecc. 

Da questi teoremi risulta ben chiara V importanza, per la teo- 
ria dei gruppi, dei risultati ottenuti al § 7. 

Teorema X. — Sia G un gruppo p. d, t. i, di coUineazioni reali 

in uno spazio S, in cui x^, X2, x^ sono variabili omogenee; 

se le coUineazioni di G trasformano in sé una forma quadratica 

V= x] -t xl — xi — xl — — xlj allora G opera in modo 

pr. dis. sui punti complessi della quadrica F = 0, che non giac- 
ciono su una retta reale di questa quadrica. 

Sia infatti A un punto complesso della quadrica F = 0, e 
sia ^o il punto immaginario coniugato : la retta reale A Ao non 
giaccia sulla nostra quadrica. Questa retta avrà nello spazio S 
uno spazio polare reale S^_^ a n — 3 dimensioni. Consideriamo 
i due coni tangenti alla F :^ 0, che hanno rispettivamente per 
nucleo la retta A Ao, e lo spazio S^_^. Essi sono a generatrici 
immaginarie e saranno rispettivamente definiti da equazioni del 
tipo : 

/*, = yì + y? + . . . . + yL. = 0; /•, - yl_, + yi = 

dove le y sono combinazioni lineari indipendenti delle X, tali 
che sia V = k fi -\- h /*„ dove A, k sono costanti reali, di segno 
opposto. Una proiettività reale C7, che trasformi in sé stessa la 
forma F e il punto A, sarà unimodulare e trasformerà in eè 
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stessi i coni /*, = 0, /*, = 0; essa dovrà moltiplicare quindi /*„ /*, 
per fattori costanti. Ma poiché la forma V =^ f^ fi -\- h f, è tras- 
formata in se stessa, questi fattori devono essere uguali all'u- 
nità; e perciò la proiettività in discorso sarà unimodulare e tras- 
formerà in sé stessa ciascuna delle due forme /*,, f^: le quali 
sono una coppia definita (cfr. pag. 127) di forme. Una proiettività 
reale T, trasformante la V in sé stessa, che porti il punto A in 
un altro punto complesso B della V =■ 0, porterà la coppia di 
forme corrispondente ad A in un'altra coppia corrispondente a 
B, la quale é determinata senza ambiguità, appena sia dato il 
punto B (*). H gruppo opera in modo pr. dis. (teorema V del § 21) 
sul sistema S formato dalle coppie di forme, corrispondenti ai 
varii punti complessi della V == 0. Essa opera quindi pure in 
modo pr. dis. sui punti complessi della F = 0, i quali sono in 
corrispondenza biunivoca continua con le coppie di forme del 

sistema S (cfr. § 18, pag. 118). 

e. d. d. 

Dedurremo ora alcune conseguenze. Proiettiamo stereografi- 
camente la quadrica V= da un suo punto su uno spazio li- 
neare A?,., a n — 2 dimensioni, immerso in S. Con metodi ana- 
loghi a quelli, di cui ci siamo serviti nella Parte prima per 
studiare la rappresentazione conforme degli spazii a curvatura 
costante sugli spazii euclidei, si può dimostrare che al gruppo 
di trasformazioni, indotto sui punti della nostra quadrica dalle 
proiettività in S, che trasformano in sé stessa la forma F, cor- 
risponde, su >Si,_,, un gruppo di trasformazioni conformi in una 
metrica euclidea indefinita (vale a dire in una metrica non reale, 
il cui elemento lineare è una forma, non definita, del tipo 

Dal teorema X si può quindi trarre: 



(*) Basti ricordare che ogni altra traRfomiazione T\ che lasci inva- 
riata la forma F, e porti ^ in i^ è prodotto di una trasformazione, che 
lascia invariati il punto J. e la forma V, per la trasformazione T. 
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Teorema XI. — Un gruppo p. d. t i, di trasformazioni confor- 
mi in una tale metrica euclidea indefinita opera in modo pr. dia. 
sui punti complessi dello spazio. 

Il teorema XI ha una speciale importanza per lo studio dei 
gruppi riproduttori delle funzioni ipermodulari. 

Sia ora O un gruppo p. d. t. t., le cui trasformazioni sieno 
realiy lineari, intere, omogenee nelle Zy e trasformino in sé stessa 
la forma F = arj + xj + . . . . + a:J_i — a?! = 0. Consideriamo i 
punti reali e complessi dello spazio iS,_i, in cui le x sono coor- 

dinate t)mogenee ; posto - = 5, ~|- i 7], (^ = 1, 2, . . . ., » — 1), sia 

VI . . . ^" . 

2j lo spazio, in cui le i, r] sono coordinate (non omogenee). Ogni 

punto reale di S è immagine di un punto, reale o complesso, 
di S. Per ogni punto complessò A di S passa una sola retta 
reale: la retta, che congiunge A col punto immaginario coniu- 
gato Ao. Noi indicheremo con R quella regione di S, i cui punti 
B sono immagine di tali punti complessi A di S, che la retta 
reale A Ao tagli la F = in punti reali, e quindi attraversi 
la regione li di 5, interna alla V = 0. Ora è facile riconoscere 
che a ogni tale punto -4 di 5 si può sempre far corrispondere 
un punto reale C di R, posto sulla retta A Ao in guisa che, se 
una trasformazione reale lineare intera omogenea sulle x tras- 
forma la forma V in se stessa, e porta A in un altro punto A\ 
essa porti anche il punto C corrispondente ad A nel punto C" 
corrispondente ad A. Infatti noi potremo fissare il fattore di 
proporzionalità per le coordinate omogenee r di -4 in guisa che 
V{iV) = 1. Posto Xj = y^j -\- i yij (j = ly 2j . , , ., n) le X,, [ij saranno 
determinate a meno del segno, e sarà S X^ |i^ = 0. I due punti 
reali di S, le cui coordinate omogenee sono proporzionali rispet- 
tivamente alle X o alle |i, giacciono sulla retta r, e saranno co- 
niugati uno dell'altro rispetto alla F = 0: uno di essi appar- 
terrà ad Ry l'altro sarà esterno a R. Quello di essi, che è interno 
a Ry è evidentemente un punto C, che soddisfa alle condizioni 
volute. Ne segue che, se due punti B dì K (o, ciò che è lo stesso, 
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i due punti A corrispondenti in aS,_i) sono equivalenti rispetto 
^ Gj altrettanto avverrà dei punti C, che loro corrispondono in li. 
E, poiché O è pr. dis. in JS, noi potremo anche dire : 

Teorema XII. — Se il gruppo G p. d. t, i. è un gruppo di 
trasformazioni lineari intere omogenee realf, che trasforma in sé 

la forma x\-\~ xl-\- -|- a:I_i — a?J, esso opera in modo pr. dis. 

sui punti A complessi di S, che sono posti su una retta reale r 
attraversante la regione R. Esso è cioè pr, dis. nella regione R di 
uno spazio 2, così definito: 2 è uno spazio^ i cui punti reali sona 
in corrispondenza biunicoca continua coi punti complessi di S,_,/ 
B è quella regione di ^ , luogo dei punti B^ a cui corrispondono 
in Sn-i, punti posti su una retta reale di 5^_,, che attraversa H. 

Questo teorema completa nel modo più semplice il secondo 
corollario del teorema IX (pag. 130). 

Osservazione. — Un teorema couipletainente aualogo vale anclie per 
i gruppi reali che trasformano in né stessa una forma V di grado suxms- 
riore al secondo. In molti casi noi sappiamo che un tale grux>po è pr. dis. 
in una certa regione K dello spazio ambiente S^^^ j il teorema precedente 
si può estendere a quei punti complessi A di S„_x , die sono posti su 
una retta reale intersecante Zi?, dimostrando che per ogni tale punto A si 
possono trovare uno o più punti reali C appartenenti a TJ, tali che ogni 
proietti vi tj\ reale, che trasforma in sé stessa la V, e iM>rta il punto A in 
un punto A'j porti anche il punt^ o i punti reali C, corrispondenti ad A, 
nel punto o nei punti C corrispondenti ad A'. 

Nei §§ 19, 20, 21 abbiamo dato dei teoremi generali, che per 
ampie classi di gruppi p. d. t. i., o ci permettono di affermarne 
senz'altro la propria discontinuità, o ci danno il mezzo per co- 
struire un gruppo isomorfo pr. dis. Non parrebbe però che noi 
fossimo riusciti a risolvere in generale, neanche per i gruppi 
lineari, la questione di riconoscere se un dato gruppo p. d. t. i. é, 
non è pr. dis. Ma nel § 27 vedremo che i teoremi VI e VII 
permettono di trovare un metodo generale per affrontare la nostra 
questione per i gruppi di trasformazioni lineari più generali. 
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§ aa. — Qmppi aritmetioi, gruppi faohsiani, faohsiani misti, klei- 
niaAly iperfaohsiaAl, iperfaohsiani misti. 

L' aritmetica ci offre molti esempi di gruppi proiettivi discon- 
tinui p. d. t. i. P. es. consideriamo un gruppo G di coUineazioni P 
a coefficienti interi razionali su certe variabili x\^^ (i = 1, 2, . . . ., «) 
e a determinante + 1. Esso è discontinuo, e chiaramente è p. d. 
t. i. Altrettanto avviene se i coefficienti delle trasformazioni del 
gruppo, anziché interi razionali, sono interi di Gauss, vale a dire 
sono numeri della forma a -\- i b, dove a, b sono interi razionali, 
i = \/ — 1. Se invece le trasformazioni del gruppo sono numeri 
interi algebrici in un dato campo di razionalità Ko algebrico, 
allora non si può più escludere che il gruppo G sia privo di 
trasformazioni infinitesime, perchè in certi campi algebrici K 
possono benissimo esistere infiniti numeri interi, inferiori in mo- 
dulo a una stessa costante finita (*). Ma però da ogni tale gruppo 
G si può dedurre un gruppo T p. d. t. i., come ora dimostreremo. 

Supponiamo p. es. che il dato campo Ko sia reale, insieme ai 
campi algebrici coniugati iT,, A'g, ...., Kj,_i. Consideriamo insieme* 
a una trasformazione Po di G j? — 1 nuove trasformazioni lineari 
Pj, Pg, .... Pp_,, operanti rispettivamente su j? — 1 sistemi di 
nuove variabili x\^\ x^''\ Xi^~^^ (i -^ 1, 2, , w), e i cui coeffi- 
cienti sono numeri interi rispettivamente nei campi K^, iTg, ..., ^^_, 
e precisamente sono gli interi coniugati dei coefficienti omolo- 
ghi della Po. Indicheremo con 11 il prodotto delle P, ossia V in- 
sieme delle Pfc considerato come un'unica trasformazione sulle 
p n variabili 3[f^ (A = 0, 1, , p — 1) (i == 1, 2, , «). Le tras- 
formazioni n generano un gruppo misto F, isomorfo oloedrica- 
mente al gruppo G, il quale è evidentemente p. d. t. i., perchè 
un numero intero algebrico non può essere infinitesimo insieme 



(•) Cfi*. Diuiciilet-Dedkkind, Teoria dei numeri, TrjMluzione italiana 
di A. Faifofer. Venezia, 1881. (Oap. 11, pag. 424 e seg,). 
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• Si. tutti gli interi coniugati. Se poi il gruppo (? è il più ampio 
gruppo a coefficienti interi nel campo assoluto di razionalità, o 
nel campo Ko, che trasforma in sé stessa una forma Vo a coef- 
ficienti intieri nello stesso campo di razionalità, allora G si 
chiama gruppo aritmetico riproduttore (nel dato campo di razio- 
nalità) della forma Fo. 

Valendoci dei teoremi del § 21, pag. 130-131, troviamo p. es.: 

Il gruppo aritmetico riproduttore di una forma quadratica V, 
a coefflcierdi interi nel campo assoluto di razionalità è pr, dis, in 
tutto lo spazio, se la forma Vo è definita, ed è pr. dis, nella regione 
R, formata dai punti interni alla quadrica Vo = 0, se, con un cam- 
biamento lineare reale di variabili, la forma Vosi può ridurre al tipo 
xi -\- xl -{-..., -\- xl_i — xl. Se il campo di razionalità considerato 
non è il campo assoluto di razionalità, ma è un qualsiasi campo 
algebrico Ko, reale insieme ai campi coniugati, allora G non è più 
in generale pr. dis. Ma è invece pr. dis. il gruppo misto T, iìidivi- 
duato da G. E precisamente, secondo che Vo è definita o è del tipo 
xl -\- — -{- xl_i — xl, il gruppo T è pr. dis. in tutto lo spazio, 
oppure in quella regione R, i cui punti hanno per proiezione sui 
singoli sparii parziali dei punti interni rispettivamente alle qua- 
driche Fo = 0, F^ = 0, ... . V;_, -- 0. 

Con Vi, Fg, ...., Vp_i ho indicato forme quadratiche, i cui 
coefficienti sono nei campi A'j, K^, . . . ., Kp_i i numeri interi co- 
niugati ai coefficienti di Fo. 

Teoremi analoghi valgono per le forme Hermitiane. 

Un gruppo iperfuchsiano {fratto) (§ 4, pag. 16, e § 8, pag. 42) 
su certe variabili complesse x^^ = u^ -\- i v^ è un gruppo di mo- 
vimenti in una metrica Hermitiana, definita da una forma diffe- 
renziale quadratica delle variabili Mj^, v^,. Cosi un gruppo iper- 
fuchsiano misto è un gruppo di movimenti in una metrica mista, 
le cui metriche parziali sono Hermitiane. Perciò: 

Un gruppo ipcvfuchsiano o ipirfachsiano misto p. d. t. i. è pr, 
dis. nella regione, in cui la metrica corrispondente è reale. 
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Sia data una forma V Hermitiana indefinita (*) di due varia- 
bili :r, , a?2. Uguagliando a zero una tale forma, noi otteniamo 
chiaramente l'equazione di un cerchio o di una retta reale C 
del piano complesso della variabile x= \ Un gruppo G (iper- 
fuchsiano intero) di trasformazioni lineari intere omogenee, che 
trasformino la V in se stessa, dà origine a un gruppo F (iper- 
fuchsiano fratto) di trasformazioni sulla variabile x, trasformante 
in se stesso tanto il cerchio C, quanto ognuna delle due regioni, 
in cui C divide tt. 

Se T è p, d. t, i., esso si dirà, con Poincaré, un gruppo fuch- 
siano; il cerchio o retta G si dirà cerchio o retta limite di F. 

I gruppi fuchsiani furono il punto di partenza per la co- 
struzione della teoria delle funzioni automorfe; tra i gruppi 
p. d. t. i. essi sono quelli, la cui teoria è giunta a più completo 
sviluppo. 

Gruppo fuchsiano si chiama dunque ogyii gruppo F di trasfor- 
mazioni lineari fratte su una variabile complessa x, che sia p. d. 
t. i, e che trasformi in sé stessi tanto un cerchio reale G del piano 
complesso t: della variabile x, quanto ognuna delle due regioni^ in 
cui G divide n. 

E infatti assai facile riconoscere che ogni gruppo siffatto si 
può ottenere col procedimento precedente da un gruppo iper- 
fuchsiano intero, che trasformi in se stessa una forma Hermitiana 
V indefinita. 

Con una trasformazione lineare fratta sulla a:, noi possiamo 
trasformare il cerchio o retta limite G nelP asse reale del piano tz, 
H gruppo F sarà trasformato in un gruppo fuchsiano simile, che 
indicheremo ancora con F, il quale trasformerà in se stessi tanto 
questo asse, quanto ognuna delle due regioni, in cui questo asse 



(*) Diciamo forma Hermitiana indefinita ima forma Hermitiana, che 
non sia né degenere, ne definita. Una tale forma di due variabili indi- 
pendenti si può con una trasformazione lineare intera omogenea su queste 
variabili portare in una forma equivalente h (xi i^[ — jr^ xj) (/t= cost. reale). 
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divide TU. Le trasformazioni del nuovo gruppo F saranno perciò 
trasformazioni del tipo: x = — ^ ^ t, dove le a, P, y, 5 si pos- 
sono supporre costanti reali soddisfacenti alla a S — p y = 1- 

Per i risultati del § 16, noi possiamo considerare un gruppo 
fuchsiano, o come gruppo di movimenti per una metrica di Bó- 
lyai in ciascuna delle due regioni R, R" in cui la linea (retta o cer- 
chio) limite divide il piano ?:, oppure (ciò che essenzialmente è 
la stessa cosa) come un gruppo di proiettività reali trasformanti 
in se stessa una conica reale, i punti interni alla quale corri- 
spondono biunivocamente ai punti di Ry o di R', 

Per i teoremi del § 20, pag, 126, e del § 21, pag. 130, abbiamo 
dunque : 

Un gruppo fuchsiano G su una variabile Xj {che è per defini- 
zione p. d. L L) è pr. dis, in ciascuna delle due regioni, in cui la 
linea limite divide il piano n della variàbile complessa x. 

Unici punti eccezionali (in un intorno dei quali può darsi 
che G non sia pr. dis.) sono i punti della linea limite. 

Un gruppo G iperfuchsiano misto e p. d. t. i., ogni gruppo 
parziale del quale è un gruppo (?* lineare fratto su una sola 
variabile a:* == y* + ìZk (A = 1, 2, , A), si dice gruppo fuch- 
siano misto. Lo spazio totale è lo spazio, in cui tutte le yj^? 2» 
sono coordinate (non omogenee): gli spazii parziali sono i piani Tt^^ 
delle variabili complesse Xh» Indicheremo con li, la linea limite 
di Gt, su TZj,, Avremo allora: Un gruppo fuchsiano misto, che sia 
p. d. t. i,, è pr. dis. in tutto lo spazio totale: punti eccezionali pos- 
sono essere soltanto quelli, la cui proiezione su almeno uno degli 
spazii parziali tz,, cadono proprio sulla linea limite l^. 

Un gruppo fuchsiano misto, per cui k = 2, si dice anche ipe- 
raòeliano. Mostreremo ora quale intima connessione passa tra i 
gruppi iperabeliani, e i gruppi del teorema X (§ 21, pag. 131), ove si 
ponga n --= 4. Sia data una quadrica V = xi ~\- xl — .tj — arj = 
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nello spazio a 3 dimensioni. Su questa quadrica giacciono due 
sistemi di generatrici 

^1 «^3 __ ^4- *^2 C ^1 ^ *8 ^4 "T" *^2 __. Y) 

a?4 4" ^ a?j ~|- a?3 074 — «2 a?i + a?» 

dove le §, v) sono parametri costanti lungo le generatrici del- 
l' uno o dell' altro sistema. Un punto A della F = si può de- 
terminare, dando i parametri §, r) delle due generatrici che pas- 
sano per ^. Se (t è un gruppo proiettivo reale trasformante la 
V in sé stessa, noi potremo (sostituendo eventualmente a (? un 
suo sottogruppo di indice 2) supporre che G trasformi in sé 
stesso ciascuno dei due sistemi di generatrici. Ogni trasforma- 
zione di O darà origine a una trasformazione del tipo: 

P _ ^ + P w — ^+i^ 

sulle due variabili §, y^^ dove le a, p, y, 8, a, |a, v, p possono evi- 
dentemente supporsi reali. Queste trasformazioni sulle 5? 13 gene- 
rano evidentemente un gruppo iperabeliano T^ isomorfo a 6r. 
E considerare come G opera sui punti complessi della F = 0, 
è equivalente a considerare come F trasforma i valori complessi 
delle §, iQ. Il teorema precedente relativo ai gruppi fuchsiani mi- 
hH, è, se si suppone k = 2, equivalente al teorema X, ove si sup- 
ponga » = 4. 

Si dice gruppo kleiniano un gruppo qualunque, p. d. t. i., di 
trasformazioni del tipo 

dove le a, p, y, S sono costanti qualunque reali o complesse, 
quando esso non trasforma in sé una retta un cerchio del 
piano 71 della variabile complessa in x> Non sempre un tale 
gruppo è pr. dis. pure essendo p. d. t. i. Un gruppo kleiniano G 
p. d. t. i, è però pr. dis, sulle terne di punti di tu (§ 18, pag. 118). 
Un gruppo kleiniano, per i risultati del § 14, definisce, 0, 
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come diremo, si può considerare come un gruppo di movimenti 
in una metrica di Bólyai a tre dimensioni, o come un gruppo 
di proiettività trasformanti in se stessa una quadri ca F=0 di 
uno spazio S a tre dimensioni. Esso è per i risultati dei §§ 20, 
pag. 126, e 21, pag. 130, pr, dis. nella regione di S, che è interna 
alla F = 0. 1 punti di S (§ 10, pag. 56) si possono rappresentare 
biunivocamente nei punti di un semispazio euclideo S, limitato 
da n. I punti della quadrica F = sono cosi posti in corrispon- 
denza biunivoca continua coi punti di tu. Il gruppo G è pr. dis, 
in TU (sulla variabile x) allora e allora soltatito che opera in "modo 
pr. dis. sui punti della quadrica V = 0. 

% 23. — Di alcuni grappi disoontiniii finiti. 

Esista in uno spazio S una metrica (ipermetrica) reale M 
definita da un elemento lineare ds^ (d**)* Le variabili coordi- 
nate Xi,X2y ...., x„ siano indipendenti o legate da una o più 
relazioni. In un punto A di coordinate X( = a, (a, = costanti fini- 
te) la metrica (ipermetrica) sarà detta regolare^ se i coefficienti 
di d s^ sono per Xi = a, finiti e continui, e d s* è effettivamente 
una forma definita positiva. Nel caso di ipermetriche si suppone 
di più che ds^, considerata come forma delle dx, ammetta un 
invariante non assoluto che sia differente da zero per Xt = a,. 
Nel caso di metriche, un tale invariante è il discriminante di 
. d s^, che per le nostre ipotesi è certamente differente da zero 
per Xi = a,. 

La metrica M sarà detta regolare nel punto reale 

a:i = ...=:r^=cv^,a?^,A:==a^tii(*.«-rii==«ost.finita)(m^M,A:=l,2,...w-m) 

(ammesso che questi valori delle x siano compatibili con le even- 
tuali relazioni che legano le x), se la metrica definita da d s* di- 
venta col cambiamento di variabili 

yt= -^ (i = 1, 2, . . . ., in) y^ .fc= .XV» ,k Qc -= 1, 2, , w — m) 

Xi 
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una metrica regolare nel punto individuato dalle 

y, = (i = 1, 2, , m) y«^fc = a^+k (& = 1, 2, , w — m) 

nel senso più sopra definito. 

Lemma. — Se A è un punto reale, in cui M è regolare, e se 
G è un gruppo p. d. t, i, di movimenti in M, allora il gruppo di 
punti formato da un punto generico B, e dai punti equivalenti a 
B per G, non può avere il punto A come punto limite. 

Se infatti A fosse punto limite di punti equivalenti a B per 
(?, il gruppo G non sarebbe pr. dis. in A (§ 17, pag. 114-115). 

Teorema. — Un gruppo G p. d, t. i. di movimenti reali in una 
metrica M regolare in ogni punto reale è composto di un numero 
finito di trasformazioni. 

Noi sappiamo già dal § 20, pag. 126, teor. IV, che G è pr. dis. 
Dal teorema precedente noi sappiamo che un punto B reale, e i 
punti equivalenti formano un gruppo di punti, che non può avere 
punti limiti. Dunque un punto generico B può avere soltanto un 
numero finito di punti equivalenti. Se G contenesse infiniti movi- 
menti, ogni punto B dovrebbe essere lasciato fisso da infiniti mo- 
vimenti x\ = (pfc, (a:, .... Xn\ Con metodo analogo a quello usato 
per dimostrare il lemma di pag. 126 si vedrebbe, per il teore- 
ma in di pag. 126, che G non sarebbe p. d. t. i. 

Dal precedente lemma risulta pure che, se (? è un gruppo di 
movimenti in una metrica di Euclide o di Bólyai e se esso non 
contiene trasformazioni infinitesime, allora un punto A di questa 
metrica e i punti equivalenti formano un gruppo di punti, il 
cui gruppo derivato non contiene alcun punto a distanza finita. 

Una metrica di Riemann è definita dall'elemento lineare 

d«» = drrì + .... + da;;, 
dove le x sono legate dalla relazione : x\-\- -|- a?* = 1. 

Nessuna delle x può avere valori infiniti; e quindi la me- 
trica è regolare in ogni punto. Quindi: 

Un gruppo di movimenti in una metrica di Riemann^ che sia 
p. d. t. i.y è un gruppo discontinuo finito. 
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E ben noto viceversa che un gruppo discontinuo finito di 
coUineazioni reali su n variabili x^, 0^2, ... ., x„ si può conside- 
rare (*) come gruppo di movimenti in uno spazio di Biemann. 
Infatti esso deve trasformare in se la forma quadratica definita, 
che si ottiene aggiungendo alla forma xì -\- . . . . -\- ai le forme 
trasformate. 

In modo analogo si possono trovare risultati affatto simili 
per le metriche Hermitiane. 

Un gruppo p, d. t. L di coUineazioni complesse che trasformi 
in sé una forma Hermitiana positiva (o, ciò eh' è lo stesso, che sia 
un gruppo di movimenti in una metrica Hermitiana ellittica) 
è un gruppo discontinuo finito, 

E anche di questo teorema è vero il reciproco. 

Questi risultati dimostrano che nello studio dei gruppi infi- 
niti p. d. t. i. si debbono trascurare i gruppi, che sono gruppi 
di movimenti in una metrica ellittica Hermitiana o a curvatura 
costante. 

Capitolo Sesto. — I campi fondamentali. 

g 24. — Prime deflniiieni. 

Dato un gruppo G qualunque di trasformazioni in uno spa- 
zio S, resterà per ogni punto A individuato un sistema S di 
punti equivalenti ad A rispetto al gruppo G. I punti equiva- 
lenti a un punto di S sono tutti e soli i punti di S: basta perciò 
dare un punto di S, perchè tutto il sistema sia individuato senza 
ambiguità. E, se escludiamo il caso che due punti qualunque di 
S siano equivalenti (nel qual caso l'insieme S coincide con lo 
spazio 5), lo spazio S conterrà un numero finito o infinito di 
sistemi S, ognuno dei quali è composto di punti tutti equiva- 
lenti tra loro. In ognuno di questi sistemi S scegliamo un punto 



(*) Bagnerà, Rend. del Circolo Matem. di Palermo. Tomo 15, pag. 165 
e seg. 
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con una legge qualsivoglia. Otterremo cosi un sistema P di 
punti, composto di un numero finito o infinito di punti, tale 
che un punto qualunque di P appartiene a uno e a un solo si- 
stema S, e ogni sistema S contiene un punto e un punto solo 
del sistema P. 

In altre parole: Ogni punto di S è equivalente a un punto e 
a un punto soltanto di P. 

E perciò : Due punti distinti di P non sono mai equivalenti, 
rispetto a G. 

Se il gruppo G trasforma in sé stessa una regione R di Sj 
noi possiamo anche limitarci a studiare i punti di E, costruendo 
un insieme fondamentale P in R: un insieme cioè, che goda della 
seguente proprietà: 

Ogni punto di R è equivalente a uno e un solo punto di P. 
(H caso precedente è quello, in cui R coincide con lo spazio 
ambiente S), Ogni sistema o insieme di punti, che goda di questa 
proprietà, si dice fondamentale in R. 

Siano P, P' due insiemi fondamentali: potrà darsi che questi 
due insiemi abbiano dei punti comuni. Sia ^ l'insieme di questi 
punti. Ogni punto dell' insieme P — p (*) sarà equivalente a uno 
e un solo punto dell'insieme P — p. Viceversa, se P è un in- 
sieme fondamentale, se g è un insieme di punti tutti contenuti in 
P, se infine }' è un insieme ogni punto del quale è equivalente 
a uno e un solo punto di q, allora l'insieme P = P — q -^ q (**) 
è ancora un insieme fondamentale. 

Quéste operazioni, che permettono di ottenere da un dato 
insieme fondamentale nuovi insiemi fondamentali, si dicono cam- 
biamenti leciti (erlaubte Abànderungen). 

Sia P un insieme fondamentale di un gruppo G, Applichiamo 
ad esso tutte le trasformazioni di G. Esso si trasformerà in nuovi 



(*) Cioè ogni punto di P, che non appartiene a p, 

{**) P' è l'insieme dei pnnti, che appartengono o a g, o a P — g. 
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insiemi P\ ciascuno dei quali è evidentemente un insieme fori- 

damentale. 

Da uno di questi insiemi P' si può passare a ogni altro me- 
diante una opportuna trasformazione di G: ciò che si suole espri- 
mere, dicendo che G opera in modo transitivo sugli insiemi P, P". 

Ogni punto A di R appartiene o a P, o ad uno almeno degli 
insiemi F. Se infatti 5 è il punto di P equivalente ad Ay quella 
trasformazione di Gy che porta B in A, porta P in un insieme 
P, contenente il punto A, 

Una trasformazione di G, che trasformi in sé stesso V insieme 
P, (o un insieme P) deve portare ogni punto di questo insieme 
in un punto equivalente dello stesso insieme, e quindi trasfor- 
merà in sé stesso ogni punto di P (delV insieme P' considerato). 

Noi ammetteremo che nessuna trasformazione non identica 
di G possa trasformare in se stesso ogni punto di P. Ne verrà, 
per il precedente teorema, che ogni trasformazione non identica 
di G porta P in un insieme P distinto da P. 

Una trasformazione non identica U di G non potrà trasfor- 
mare in sé stesso un insieme P', perchè altrimenti (se F è la tras- 
formazione che porta P in F) la trasformazione F"* U F (non 
identica) di G trasformerebbe l'insieme P in se stesso. 

Due trasformazioni U, V distinte di G portano ogni insieme P 
in due insiemi P'\ P" distintij perchè, se cosi non fosse, la tras- 
formazione non identica U F"* di G porterebbe P" in se stesso. 

Ciò si esprime dicendo che il gruppo G opera in modo sem- 
plicemente transitivo sugli insiemi P, P. 

Un punto A comune a due degli insiemi P, P deve essere la- 
scialo fisso da quella trasformazione non identica di 6f, che tras- 
forma Vuno nell'altro i due insiemi. 

La teoria degli insiemi fondamentali ha caratteri ben distinti, 
secondo che si tratta di gruppi pr. dis. nella regione R che si 
considera, oppure di gruppi, che in R non sono pr. dis. 

Supponiamo che G non sia pr. dis. in qualsiasi regione R^ 
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interna a R: supponiamo cioè che in ogni regione i?, interna 
a Ry esista sempre almeno una coppia di punti distinti, equiva- 
lenti rispetto a (?. Se P è un insieme fondamentale, uno solo di 
questi punti può appartenere a P. E quindi in ogni regione R! 
di R esiste almeno un punto non appartenente a P. Cioè: i 
punti di Ry che non appartengono a un insieme fondamentale P, 
scelto in modo arbitrario, formano un insieme di punti denso in 
tutto R. 

Se indichiamo con Q l'insieme dei punti di R, che non ap- 
partengono a P, e con Qj l'insieme che è somma dell'insieme Q 
e dell'insieme formato dai punti comuni a fl, e all'insieme de- 
rivato di Q, potremo dire che V insieme Q^ coincide con la re- 
gione totale R. E notiamo che se R è perfetta, ossia se i punti 
dell'insieme derivato di R (i punti del contorno di R) si con- 
siderano come appartenenti a R, allora Q^ è senz'altro l'insieme 
somma dell'insieme Q, e dell'insieme derivato di Q. Del resto 
in questo caso Q^ coincide con l'insieme derivato di Q. 

Se invece G è pr. dis. nella regione R, allora in un intorno a di un 
punto generico A non esistono punti distinti equivalenti. Noi pos- 
siamo dunque considerare un insieme fondamentale P, a cui ap- 
partengano tutti i punti di a; cosicché, se a è una regione, tutta 
interna ad a, nessun punto di Qj può appartenere ad a. Indiche- 
remo con P, l'insieme somma di P e dell'insieme, i cui punti 
appartengono contemporaneamente a P e all'insieme derivato 
di P; e conserveremo il significato precedente di Q, Q^. Indiche- 
remo con p l'insieme comune a P^, Q^. Noi completeremo nel 
§ 25 l'osservazione precedente, dimostrando, almeno per i casi 
più importanti per noi, che si può sempre trovare un insieme 
fondamentale P in guisa che: 

I punti di p riempiono un numero finito, o un'infinità nume- 
rabile di ipersuperficie^ o di pezzi dì ipersuperficie^ le quali divi- 
dono R in due parti, R^, R^^ connesse o no. I punti appartenenti 
a i2,, non posti su p, o, come diremo, i punti interni a R^ appar- 
tengono tuffi a P. I punti inferni a R^ appartengono tutti a Q. 

10 
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Se A è un punto di R^ (di R^)y non posto su p, allora esiste 
un intorno di A, i cui punti appartengono tutti a R^, o a R^. 

I punti che appartengono a ^^ , o a ^ riempiono cosi tutta 
una regione di (?, che si chiama un campo fondamentale per il 
gruppo G. Jj insieme p ed eventualmente qualche pezzo del con- 
torno di R formano il contorno di questo campo. 

Questo risultato si può rendere intuitivo con le segiienti con- 
siderazioni, le quali però non hanno alcuna pretesa di rigore. 
Se (? è pr. dis. in i?, un punto A e i suoi punti trasformati 
avranno punti limiti soltanto sul contorno di R. Consideriamo 
un intorno ao di un punto A di R, scelto in modo generico, e 
gli intorni a^, ag, . . . . equivalenti. Se ao è abbastanza piccolo, 
due qualunque di questi intorni non hanno punti comuni. Fa- 
cendo ingrandire ao, ingrandiranno gli intorni a,, ag, . . . . E ab- 
bastanza intuitivo che si potranno far ingrandire questi intorni 
in guisa da riempire semplicemente la /?. Questi intorni, ingran- 
dendo, diventeranno delle regioni /io, ^^ . . . ,, due delle quali 
avranno al più comune parte del contorno, e che saranno tutte 
campi fondamentali per G. La difficoltà di rendere rigoroso questo 
ragionamento è dovuta, sia alla grande varietà di gruppi G pr. 
dis., sia alla grande arbitrarietà, con cui si può far ingrandire 
un intorno ao in modo che diventi un campo fondamentale. 

Sia K un campo fondamentale per G (a uno o più pezzi). 

Ogni punto A di R è equivalente ad almeno un punto di K ; 
se esso è equivalente a due punti di K, questi due punti giacciono 
su py e quindi sul contorno di K. 

Questo teorema è conseguenza immediata della definizione di 
campi fondamentali. 

P. es. il gruppo G delle trasformazioni x = x -{- n {n intero) 
è pr. dis. su tutta la retta r, in cui x è coordinata non omogenea. 
n segmento ^ oj ^ 1 è un campo K fondamentale per G. Il 
contorno di questo campo è formato dei due punti equivalenti 
a; = 0, ai = 1. Un punto di r, non equivalente a questi due punti, 
è equivalente a uno e un solo punto di K. 
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Le proprietà, dimostrate più sopra generalmente per gli in- 
siemi fondamentali, valgono naturalmente per i campi fonda- 
mentali, purché vi si introducano quelle modificazioni, che sono 
imposte dal fatto che due punti distinti del contorno di un 
campo fondamentale possono essere equivalenti. Noi le riassu- 
meremo brevemente. 

Da un dato campo fondamentale K si possono ottenere infi- 
niti altri campi fondamentali mediante cambiamenti leciti, sosti- 
tuendo a un pezzo // di K una regione H' equivalente ad H. 
Naturalmente anche i campi cosi ottenuti potranno essere o non 
essere connessi. Abbiamo già ammesso (§ 17, pag. 114) che nes- 
suna trasformazione non identica di G possa lasciare fisso un 
punto -4 di jK e tutti i punti di un intorno di A. Ne seguirà 
che in questo caso è soddisfatta per K l'ipotesi fatta in gene- 
rale in questo paragrafo a pag. 144 per un insieme fondamentale 
P, ossia che: 

Nessuna trasformazione non identica di G può lasciar fissi 
tutti i punti di K. 

E più particolarmente: 

Se una trasformazione T non identica di G lancia fisso un 
punto -4, in ogni intorno di A enstono punti distinti equivalenti 
rispetto a T e quindi anche rispetto a G. Quindi: un punto A di 
AT, non posto sul contorno p, non è lasciato fisso da alcuna traS" 
formazione non identica di G. 

Siano K' i campi trasformati di K mediante le trasforma- 
zioni di G. Quei punti di un campo K' trasformati del contomo 
di K formeranno il contorno del campo K' considerato. L'in- 
sieme dei punti di K\ trasformati dei punti di p^ si dirà l'in- 
sieme p\ 

Se una trasformazione di G muta in sé stesso il campo K o 
un campo K\ essa si riduce alla trasformazione identica. 

Due trasformazioni distinte di G portano il campo K^ o un 
campo K' in due campi distinti. Cioè: H gruppo G opera in modo 
Memplicemenfe transiiivo sui campi K, K\ 
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Un punto A comune a due dei campi K, TC giace sul contorno 
di ambedue questi campi. 

Infatti siano K^^ K^ questi due campi; la trasformazione, 
non identica, T di (?, che porta K^ in K^^ porterà il punto A in 
un punto B del campo K^, Se il punto B è distinto dal punto 
-4, i due punti distinti A^ B di K^ sono equivalenti, e quindi 
giacciono ambedue sul contorno di K^. Se invece A ^ B coinci- 
dono, la T deve lasciare fisso il punto A, Il punto A deve an- 
cora, per quanto abbiamo già detto, giacere sul contomo di Zj, 
e di K^. 

I campi Ky K' riempiono tutta la regione R; due tali campi 
possono avere a comune solo parte del loro contorno. 

Due campi K^, Kj che abbiano comune una parte del contorno 
a w — 1 dimensioni (essendo n il numero delle dimensioni di S) 
si diranno adiacenti; la parte del contorno comune si dirà una 
faccia (di prima specie) di Kf o Kj. Se esistono poi sulle varietà 
limiti di R dei punti, in ogni intorno dei quali esistono punti 
di Z/, e se tali punti formano una varietà a w — 1 dimensioni, 
essi si diranno costituire una faccia (di seconda specie) di Kf. 
Sia ora f una faccia (di prima specie) di un campo -K",, e sia Kj 
il campo adiacente a Kt lungo f; la trasformazione di Cr, che 
porta Kj in K^^ porterà 7f, in un altro campo A',, adiacente a 
Ki lungo una nuova faccia f. Punti corrispondenti di f ed f 
saranno equivalenti rispetto a G, Quindi : Un punto -4 del con- 
torno di un campo JK^,, che non giaccia sul contomo di 72, ed 
appartenga a una e una sola faccia di prima specie di A',, sarà 
equivalente ad uno e un solo altro punto B del contorno di /f,, 
che generalmente sarà distinto da A, 

Se Ko è un campo fondamentale, indicheremo con r,(i=l,2,...) 
quelle trasformazioni, che portano Ko in un campo adiacente. 

Se Kj è il campo, trasformato di Ko mediante una tra^for- 
mazione U di G^ le trasformazioni, che portano Kj in un campo 
adiacente sono le U T^ U~\ 

Nei casi più importanti, che noi troveremo nel seguito, da 
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un campo fondamentale Ko si può passare a ogni altro ^, at- 
traversando un numero finito s di campi K^^ , A"<^ , . . . . /f,^ tali che 
ciascuno dei campi 

Kq ICf Ki • . • . A { K^ 

sia adiacente a quello che lo precede, e a quello che lo segue. 
In tal caso ogni trasformazione V di G o è una trasforma- 
zione Ti, che porta Ko in un campo adiacente, oppure è prodotto 
di più trasformazioni Ti. Sia infatti K^ il campo, in cui la V 
porta Ko e siano 

ATo, Ki^y Ki^^ . . . .jKi^ ,Kj 

campi a due a due adiacenti. Poniamo per simmetria j = i,^i. 
La trasformazione di G, che porta Ko in jK, è una trasforma- 
zione T, Per dimostrare il nostro teorema, basterà dunque far ve- 
dere che, se esso è vero per la trasformazione V che porta Ko in 
Ki^ (r ^ s), esso è pur vero per la trasformazione F", che porta 
Ko in Ki . Infatti, per una precedente osservazione, la trasfor- 
mazione che porta Ki in Ki è del tipo F' T V'~\ dove T è 
una delle trasformazioni, che portano Ko in un campo adiacente. 
E la trasformazione F" sarà dunque la F T F"' F' = F' T. 
Se dunque F' è una trasformazione T, o un prodotto di trasfor- 
mazioni T, anche la F" è un prodotto di trasformazioni T. 

e. d, d. 

Le trasformazioni T, insieme ai loro prodotti fatti in tutti i 
modi possibili, esauriscono dunque le trasformazioni di G; ossia, 
come si suol dire, sono un sistema di trasformazioni generatrici 
di G. 

Queste considerazioni si possono illustrare con un esempio. 
Sia G il gruppo delle trasformazioni x' =i x -\- m -\- ni {m, n 
interi) sulla variabile complessa re. -R è il piano n della varia- 
bile complessa x. Il contorno (la varietà limite) di R si riduce 
al punto all'infinito di questo piano. G si può considerare come 
gruppo di movimenti in una metrica euclidea esistente su tc. 
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Il quadrato di tz che lia per vertici i punti 0, 1, i, 1 -(- ?■ è un 
campo fondamentale Ko per G. I lati opposti di questo quadrato 
sono tra loro equivalenti; le trasformazioni a;' = .r-{-l, ai = x-\-iy 
che portano un lato di Ko nel lato opposto, formano un sistema 
di sostituzioni generatrici per G. I campi -K^ trasformati di A'o 
non sono poi che i quadrati, i cui vertici sono i punti m-(- in, 
(m -|- 1) -j- i », m-\-i {n-\- 1), (m + 1) + i (»* + l)» <iove m, n 
sono interi arbitrarii; essi riempiono tutto il piano, eccetto il 
punto X = oo, ecc. ecc. 

Se noi togliamo da Ko per esempio il triangolo i/, che ha 
per vertici i punti 0, 1, i, la regione K' (non connessa), che è 
formata dal triangolo residuo (i cui vertici sono 1, i, 1 -j- i) 
e da un triangolo qualsiasi H', equivalente ad ff, di vertici 
p-{-iqtP-\-ii'\- Ij i> + « ? + « (dove p, q sono interi arbitrarii), 
si può ancora considerare come un campo fondamentale, che è 
ottenuto da H mediante un cambiamento lecito. 

§ 26. — Alonni teoremi relativi alla costruzione dei campi fonda- 
mentali. 

Sia G un gruppo, che trasformi in sé stessa una regione E 
dello spazio ambiente S, e sia pr. dis. in ogni punto di /?, e quindi 
anche in R. Indicheremo con W V insieme dei punti che non 
appartengono a R, pure esistendo in ogni loro intorno punti 
appartenenti a jK: sia cioè W il contorno di R. 

Dalle nostre ipotesi segue che, se 4 è un punto di i2 e quindi 
non appartenente a W, e se B, E^B" , . . . sono punti tra di loro 
equivalenti rispetto a (?, il punto A non può essere punto limite 
dell'insieme dei punti 5, i?, jB" . . . . 

Noi supporremo di più che esista una funzione H{x) delle 
coordinate Xi, a?2; • • • • ? ^« d®ì punti di i?, positiva, finita, conti- 
nua, a un sol valore dei punti di -K, tale che: 

/ punti di R per cui 

H{.r) ^ OL (a = costante positiva finita qualunque) 
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formano un insieme di punti^ i cui punti limiti appartengono tutti 
a R. Nessuno di questi punti limiti potrà quindi appartenere 
a W. 

Consideriamo un punto -4o e i suoi punti equivalenti A^, A^j 
A^. . . , Indicheremo con Ho, H^y H^ . . . A valori di H rispettiva- 
mente nei punti Ao, A^, A^ . . . . Sia X il limite inferiore delle Hi. 
Potrà avvenire uno dei seguenti tre casi. 

1. Un certo numero finito m delle -ET,, p. es. le 

Ht^ì Hi^ì , Hi^^ 

hanno il valore X; le altre Hi sono maggiori di X. 

2. Alcune, o tutte le quantità iìT,, in numero infinito, sono 
uguali a X. 

3. Nessuna quantità ^è uguale a X; ma se X^ è una costante 
qualsiasi maggiore di X, esistono infinite quantità J7, il cui va- 
lore è compreso tra X e X^ 

Nel secondo e nel terzo caso esisterebbero infiniti punti -4,, 
in cui la H assume valori minori di X -h e (e = costante posi- 
tiva finita qualunque). Questi punti Ai dovrebbero, per le pro- 
prietà ammesse per la funzione H, formare un gruppo infinito 
di punti, i cui punti limiti dovrebbero appartenere ad E, Ciò 
che è assurdo per V ipotesi fatta che G sia pr. dis. in ogni punto 
di R. Dei tre casi citati, può dunque avvenire soltanto il primo; 
esistono cioè m punti (m ^=- numero intero finito) 

(8) A,^ ,A,^,....A,^ 

in cui la funzione H acquista uno stesso valore X, minore dei 
valori, che essa acquista negli altri punti A, Dato uno qualsiasi 
dei punti Ao, A^^ A^, . . . ., è completamente individuato il sistema 
degli m punti (8), ad essi equivalenti. Al variare del punto Ao in i?, 
variano corrispondentemente i punti (8); e naturalmente potrà 
variare anche l'intero m. Indicheremo con x,p (p = 1, 2, • . . . w) 
le coordinate del punto -4, (« = 1, 2, . . . ., m). Tra i punti Ai ne 
esiste uno e uno solo, che indicheremo con Ai (r ^ m), tale che, 
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per ogni valore di s dififerente da r e non maggiore di m, la 

prima delle differenze 

»! = Xti Xri] Oj == X^ X^] • . . •! 0» = Xg^ X'm^ 

che non è nulla, sia negativa. Dato uno qualunque dei punti 
Aoy A^y A^y .... resta cosi completamente individuato un punto 
Ai , ad essi equivalente. Noi diremo che il punto A^ , cosi de- 
terminato tra i punti -4©, A^^ A^ ... .^ è il punto ridotto, corri- 
spondente ad Ao (od a A^^ A^ ....). Quindi: Ogni punto Ao in- 
terno a li individua uno e un sol punto ridotto (equivalente ad 
^o)* Condizione necessaria e sufficiente affinchè due punti A, B di 
R siano equivalenti è che determinino uno stesso punto ridotto. 

V insieme dei punti ridotti è quindi un insieme fondamentale 
per G. 

Nelle pagine seguenti dimostreremo, per alcuni tipi di gruppi 
G, ohe questo insieme fondamentale definisce proprio un campo 
fondamentale per G. 

Applicheremo dapprima le precedenti considerazioni generali 
ai gruppi di movimenti p. d. t. i. in una metrica (o ipermetrica) 
reale. Noi vedremo che esse ci offrono un mezzo per costruire, 
per tali gruppi G, un campo fondamentale. Risulterà cosi ancora 
una volta la importanza per il nostro studio del concetto di 
metrica, illustrato nella prima parte del presente trattato. 

In una metrica qualsiasi diremo distanza geodetica di due 
punti A, B, più brevemente distanza A B ì\ limite inferiore 
delle lunghezze delle curve, terminate ai punti A, B. Cosi, se 
A, B, C sono tre punti qualunque, sarà AC-^AB-^-BC. 

Sia G un gruppo p. d. t. i. di movimenti in una metrica M 
di uno spazio S. Sia jK quella regione di S (che supporremo 
connessa), luogo dei punti, in cui M è regolare (§ 23, pag. 140). 
Sia W il luogo dei punti (in cui M non è regolare) che, pure 
non appartenendo a R, sono punti limiti di punti appartenenti 
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a /?. Il gruppo G trasformerà R in sé stessa, e sarà pr. dis. in 
ogni punto di jK, e in R. 

Noi ammetteremo che la distanza geodetica di due punti Ay B 
interni a R diventi infinitamente grande, allora e allora soltanto 
che uno dei punti B si avvicina indefinitamente a un punto di W. 

In questa ipotesi noi prenderemo come funzione H dei punti 
Ao di coordinate {x^ .... x^ di R la distanza geodetica Ao Co 
dal punto Ao a un punto fisso Co interno a i?. E ben evidente 
che questa funzione H soddisfa alle proprietà, ammesse più so- 
pra. Noi potremo quindi costruire coi metodi precedenti il punto 
ridotto equivalente a un punto qualsiasi A di R. L'insieme P, 
formato da tutti questi punti ridotti, è un insieme fondamentale 
per G. Per dimostrare che, se Co è generico, questo insieme è un 
campo fondamentale, dovremo premettere due lemmi. 

Lemma I. — Se Ao è un punto tale che la distanza Ao Co è 
maggiore dette distanze da Co a un numero finito h di punti 
Al, A^, . . . ., A,,{h'^ 1) equivalenti ad Ao, ossia se il valore H(Ao) 
di H in Ao è maggiore dei valori di H in A^, A^, . . . ., At,, esiste 
un intorno y di Ao, i cui punti godono della stessa proprietà. 
Infatti esiste evidentemente una costante 5 > 0, tale che 

H{Ao) — H{A) > S > per / — 1, 2, h. Sia a^ un intorno di 

Af (per j' = 0, 1, 2, h) tale che ogni punto B^ di a soddisfi 

alla I H{A^ — H{B>j \ <rt.Le trasformazioni di G che portano 

^4, (i = 1, 2, . . . ., h) in Ao, portano a, in certi intorni P del 
punto Ao. Sia y un intorno di Jo, interno ad oLo, e a tutti questi 
intorni p. Se Bo è un qualsiasi punto di y^ e Bi è un punto 
equivalente a Bo ed interno a a^ (i = 1,2,...., ft), sarà evidente- 
mente : 



c. d, d. 



1 HiBo) - 


-H{Ao)\<l, \II(B,) 


e quindi 






II {Bo) > H (B,). 
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Lemma II. — Se Ao è un punto tale, che la dhstanza Ao Co sia 
minore di tutte le distanze Ai Co da Co a un punto At equivalente 
a Aoj esiste un intorno di Ao, i cui punti godono della stessa pro- 
prietà. 

Sia ao un intorno di Ao] e sia A'nna costante positiva mag- 
giore dei valori assunti da // nei punti di a©. Nella regione per- 
fetta Rf i cui punti (x) soddisfano alla H (x) -<, N, potrà pene- 
trare soltanto un numero finito h -\- 1 di intorni a< equivalenti 
ad ao, perchè, per le nostre ipotesi, le trasformazioni di G, che 
possono portare un punto di a© in un punto di i?' sono in nu- 
mero finito (*). Indicheremo con ao, a^, . . . ., a^ questi intorni. Con 
un ragionamento simile al precedente vediamo che, se y è un 
intorno abbastanza piccolo di Ao, interno ad (Xo, allora per ogni 
punto i?o di Y è H{Bo) < H (A) (?. = 1, 2, . . . ., A), se i?, è un 
punto di dt equivalente a Bo» D'altra parte i punti equivalenti 
a Bo, distinti da B^, B^, . , . .^ B^, sono esterni a R, cosicché il 
valore assunto da i? in un tal punto è maggiore di A^> H{Bo). 
L'intorno y ^ quindi T intorno cercato. 

Consideriamo ora una regione perfetta //, interna a R, Ogni 
insieme di punti, appartenenti a R, avrà per punti limiti dei 
punti tutti appartenenti a R, Cerchiamo i punti Ao di R tali 
che la distanza Ao Co sia uguale alla distanza da Co ad almeno 
un punto Aij equivalente ad Aq. Sia N una costante positiva più 
grande del massimo valore assunto da H{Ao) (da AoCo), quando Ao 
varia in R, In un punto -4„ equivalente ad un punto Ao di R, 
tale che H (Ai) — II (^lo), sarà II (At) < A7 quindi Ai appartiene 
alla regione perfetta R\ in cui // assume valori non maggiori 
di À^. Le trasformazioni T di x, che portano un punto di R in 
un punto di R' sono in numero finito: noi le indicheremo con 



(*) Infatti, se a© ò> contenuto neir ipersfera di centro Ao e raggio e, 
tali trasfornnizioni debbono portare ^o in un punto della regione iJ", i 
cui punti (j-) soddisfano alla II {x) < N + t. 
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Tj, Tj, . . . ., 7\. I punti Ao cercati sono i punti x di /?, che giac- 
ciono su una delle h ipei^uperficie K^, definite rispettivamente dalle 

E nessuna di queste equazioni si riduce ali* identità, se nessuna 
trasformazione di G trasforma in se stessa la funzione H^ cioè 
se nessuna trasformazione di G lascia fisso il punto Co, ossia se 
Co è un punto generico. Notiamo ancora che, se Ao è un punto 
di una di questa ipersuperficie, ossia se Ao è equivalente a uu 
punto Af tale che Ao Co = ^4, Co, allora la trasformazione, che 
porta Af in Aoj porterà Co in un punto equivalente C/, sarà 
quindi A( Co = Ao C^, e quindi Ao Co '^ Ao Cj. Il punto Ao è equi- 
distante da Co e Cj. Le nostre iporsuperfi(;ie sono dunque luogo 
dei punti equidistanti da Co e da un punto equivalente a Co- In- 
dicheremo con Vi il pezzo della F,, che appartiene a K. Eccet- 
tuati i punti delle F<, ogni altro punto Ao di R' gode della 
proprietà che la distanza Ao Co non è mai uguale alla distanza 
da Co a un qualsiasi punto -rl^, equivalente ad Aq. Consideriamo 
quelli tra questi punti ^o di R, che appartengono a P, ossia 
consideriamo quei punti Ao di li, la cui distanza da Co è minore 
delle distanze da Co a uno qualunque dei punti equivalenti a Ao> 
Consideriamo i punti limiti B del gruppo di punti, formato da 
questi punti ylo. Un tal punto limite Bq appartiene a P, oppure 
cade 8U una delle ipersuperficie F/. Infatti, se così non fosse, una 
almeno delle distanze 5, Co (i > 0) sarebbe minore della dis- 
tanza Bo Co- Per il lemma I sopra dimostrato, in un intorno 
sufficientemente piccolo di Bo non potrebbero esistere punti di 
P; ciò che è assurdo, perchè per ipotesi Bo è un punto limite 
del gruppo di punti, formato dai punti di P interni a K. 

In modo analogo dal secondo lemma si deduce che i punti 
di i?, non appartenenti a P, possono avere come punti limiti 
soltanto punti non appartenenti a P, oppure punti posti su una 
delle varietà F,. E poi ben chiaro che una linea continua con- 
tenuta in Ky che abbia per estremi un punto di P e un punto 
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non appartenente a P, deve contenere almeno un punto (even- 
tualmente un estremo) posto su una delle varietà T<. Di più, 
se Bo è un punto di P, interno a R, il quale non giace su una 
delle y,, e appartiene (non appartiene) a P, allora si può co- 
struire un intorno di Bo (cfr. i lemmi dimostrati più sopra), i 
cui punti godono delle stesse proprietà. 

Da tutto quanto abbiamo detto risulta (quando si usino di 
nuovo le notazioni del § 24): 

/ punti di p, comuni alV insieme P^ (somma dell' insieme P e 
dell'insieme derivato) e alV insieme Q^, che appartengono a R, 
giacciono tutti sulle Tj, Tg, . . . ., T». 

I punti di P interni a E' riempiono una regione Pj, che ha 
per contorno dei pezzi delle ipersuperficie V ed eventualmente 
dei pezzi del contorno di R. I punti di Rj che non appartengono 
a P, formano un'altra simile regione P^. Una linea di R, che 
vada da un punto di P^ a un punto di P^, attraversa qualche 
ipersuperficie V» 

Se facciamo ingrandire P, in modo che essa tenda alla re- 
gione completa P, la regione P, o non varierà più da un certo 
punto in poi, o andrà sempre ingrandendo. In quest'ultimo caso 
può avvenire che il numero delle ipersuperficie V di separa- 
zione tra la Pj e P^ aumenti indefinitamente. 

La regione Pj (o il limite di una tale regione, quando R va 
ingrandendo) è evidentemente un campo fondamentale Kq per G 
in P, che contiene il punto Co, e si chiama il campo normale di 
centro Co. I campi fondamentali jKì, K2, .... trasformati di ^o per 
le trasformazioni di G saranno rispettivamente i campi normali, 
il cui centro è C^ Cg, . , . . 

Se due campi normali Kj, Kj sono adiacenti, la faccia comune 
sarà formata tutta di punti equidistanti dai loro centri. 

Osservazione. — In una regione perfetta R, interna a P, non 
può penetrare che un numero finito di campi fondamentali. 
Potremo ammettere che Co sia interno a R. Un punto ^o di R, 
che appartenga a un campo fondamentale iT^, deve avere dal 
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centro corrispondente C( una distanza non maggiore di Ao Co. 
Quindi Co Ci ^ Ao Co -\- Ao Ci'^2 Ao Co. Quindi i campi, che pe- 
netrano in R, sono compresi tra quei campi (in numero finito), 
i cui centri sono interni alFipersfera di centro Co e raggio 2 X, 
se X è la massima corda di i?'. 

Le considerazioni generali, svolte in principio del presente 
paragrafo, si possono applicare, oltre che ai gruppi di movimenti, 
anche ai gruppi G p. d. t. i. di trasformazioni reali (complesse) 
lineari intere omogenee unimodulari su /* variabili iCi,^?^,....,^;,, 
coordinate omogenee in uno spazio S. Noi abbiamo già visto 
che un tale gruppo G è pr. dis. (teoremi VP" e Vn**", § 21, 
pag. 128) in una regione R di uno spazio 5, cosi definita. 8 h io 
spazio, in cui sono coordinate omogenee i coefficienti (la parte 
reale e la parte immaginaria dei coefficienti) delle forme F^j^ al- 
gebriche di uno stesso grado 2 h (F^ Hermitiane) delle variabili x. 
R è quella regione di S che è immagine di forme definite. Per fis- 
sare le idee supponiamo che G sia un gruppo reale ; e indichia- 
mo con yi, y^, .,.., y^i coefficienti delle forme F, che sono coordi- 
nate omogenee in S. Noi potremo fissarne il fattore di propor- 
zionalità in guisa che un invariante non assoluto delle F (p. es. 
il discriminante, se A = 1) abbia un valore costante, prefissato 
a priori. Il gruppo G dà origine a un gruppo T di trasforma- 
zioni lineari intere omogenee unimodulari sulle y. 

Assumiamo come funzione H una forma algebrica definita 
positiva generica delle y,. E facile riconoscere che questa fun- 
zione gode delle proprietà supposte in generale al principio del 
paragrafo, e che in sostanza si riducono a questa: 

Se d è una costante positiva qualunque, ed R é la regione di 
S, in cui H (y) ^ d, esiste al più un numero finito di trasforma- 
zioni di r, che portano un punto di R in un punto di R. 

Infatti, per i lemmi del § 19 (pag. 119), le coordinate y di un pun- 
to di R sono inferiori in valore assoluto a una stessa costante fini- 
ta. E la trasformazione di G, che corrisponde a una trasformazione 
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di r, che porta un punto di 7? in un altro punto di R, ha quindi 
i coefficienti minori in valore assoluto di una stessa costante. 
Poiché G è p. d. t. i., queste trasformazioni sono dunque in nu- 
mero finito. E noi le potremo indicare con jP„ Ji, . . . ., Tr{r in- 
tero finito). Si possono cosi dimostrare nel caso attuale lemmi 
perfettamente analoghi a quelli sopra dimostrati per i gruppi 
di movimenti, e dedurne conseguenze affatto simili. Le r ipersu- 
perficie H{y,,if,,....,y^) = H(T,y,, 7\y,,...., T^yJ (i = l,2,....,r) 
hanno nel caso attuale 1' ufficio, che le ipersuperficie V avevano 
per i gruppi di movimenti. E noi troviamo cosi il teorema: 

Ogni gruppo proiettivo p. d, t. i. ha sempre un campo fonda- 
mentale, quando lo si pensi operante in uno spazio S, i cui punti 
corrispondono biunivocamente alle forme algebriche F^n o Bermi- 
tiane F^_ delle coordinate omogenee :r dello spazio iniziale S. 

Osservazione. — Anche per i gruppi G, cui si riferisce il teo- 
rema Xn del § 21, si può facilmente dimostrare l' esistenza in 
R di una rete di campi fondamentali. (Cfr. loc. cit. per le nota- 
zioni). Infatti se A' è un campo fondamentale per G in li, i punti 
B di R, Si cui corrisponde in R un punto reale C, interno a K, 
formano evidentemente in R un campo fondamentale K' per G. 

S 26. •— Osservazioni varie relative alla oostruzione dei campi 
fondamentali; ed esempii. 

Nel presente paragrafo mi propongo di dare altri metodi, che 
talvolta permettono pure di costruire i campi fondamentali di 
un dato gruppo pr. dis. 

Le considerazioni seguenti non hanno alcuna pretesa di ri- 
gore, ma vogliono solo indicare il modo generale di procedere. 

Sia dato un gruppo G pr. dis. in una regione R di uno spa- 
zio S, che noi supporremo trasformata in se stessa da G. E sia 
dato in /i^ un sistema numerabile S di ipersuperficie Fo, Fj, F».... 
tali che ogni trasformazione di G porti una qualunque ipersu- 
perficie di S in un'altra ipersuperficie di S. Può accadere che 
queste ipersuperficie dividano R in infinite regioni parziali Ro, 
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Ryy 72j . . . . , ciascuna delle quali sia limitata da pezzi di ipersu- 
perficie V, e non contenga all'interno un punto appartenente a 
una delle ipersuperficie F. In tali ipotesi ogni trasformazione 
di G porta una di queste regioni Ri in un'altra di queste re- 
gioni (*). Cosicché se due punti Aj B di i?, interni rispettiva- 
mente a i?„ Rj sono equivalenti, la trasformazione di G, che porta 
A in By porta i?, in Rj. Diremo equivalenti due regioni i2„ Rj^ 
quando esiste almeno una trasformazione di G, che porta R^ in Rj. 
Aggrupperemo queste regioni R, in altrettanti sistemi parziali 
Jf„ Mi, ifs • • • • 7 i^ guisa che due regioni di uno stesso sistema 
siano equivalenti tra loro, e due regioni i?„ non appartenenti 
allo stesso sistema, non siano equivalenti tra loro. Prendiamo 
una regione 7?*^ dal sistema Mi, una regione i?^*^ dal sistema M^, 
una regione i?*^ dal sistema iWg, ecc. Consideriamo il sottogrup- 
po G^*^ di G (che può eventualmente ridursi alla sola identità) che 
trasforma R^^^ in se stesso. Costruiamo in un modo qualunque 
(§ 24, pag. 144) un insieme P-^^ fondamentale per 6r^'^ in R^^] al- 
trettanto facciamo nelle regioni R^'\ R^^\ . . ., in cui costruiremo 
rispettivamente un insieme P^-\ un insieme R^\ ecc. L'insieme P 
di punti, che è somma degli insiemi P^\ P'^\ . . ., è un insieme 
fondamentale per G in 7?. Un caso specialmente importante è 
quello, in cui 

a) Le regioni i?, sono tutte equivalenti tra loro. 

P) Nessuna trasformazione di G, oltre l' identità, trasforma in 
se stessa una regione Ri. 

Li questo caso una qualunque delle regioni R può servire 
come campo fondamentale per G, 

Per costruire un sistema S di ipersuperficie V, trasformato 
in sé stesso da G, basta prendere una ipersuperficie Vo qualun- 



(*) Se ciò non fosse, 7?,- sarebbe portata dalla T in una regione, con- 
tenente air intemo un punto di una delle Vi ciò che è assurdo, perchè 
il sistema delle ipersuperficie V è trasformato in sé stesso, e la Ui non 
contiene al suo intemo alcun punto di una ipersuperficie F. 
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qiie e le sue trasformate. Se esiste in G una ipersuperficie V, 
i cui punti sono tutti lasciati fissi da una stessa trasformazione 
T di Gy si suol prendere proprio la U come ipersuperficie Fo. I 
punti della ipersuperficie trasformata di U per una trasforma- 
zione Ti di G saranno tutti lasciati fissi dalla trasformazione 
T, T Tr' di G. 

Questa scelta non è dovuta già a ragioni pratiche, ma ha le 
sue proprie ragioni teoriche (*). 

Infatti, poiché un punto della ipersuperficie U, o delle sue 
trasformate, è lasciato fisso, come dicemmo, da una qualche 
trasformazione di G, in ogni suo intorno esistono coppie di punti 
distinti equivalenti; un tal punto non può perciò essere interno 
a un campo fondamentale, e quindi giacerà necessariamente sul 
contorno di un qualche campo fondamentale, ammesso che tali 
campi esistano. 

Di più la ipersuperficie f7 e le sue trasformate devono ne- 
cessariamente dividere B in regioni parziali; se ciò non fosse, 
ogni intorno a di un punto generico A di i?, dovrebbe essere 
attraversato da qualcuna delle ipersuperficie U; e, poiché in 
ogni intorno di un punto di una delle U il gruppo G possiede 
punti equivalenti, il gruppo G non sarebbe pr. dis. in ogni punto 
generico A di R: ciò che è assurdo. Notiamo ancora che, se G 
fosse un gruppo di movimenti, una ipersuperficie Uy lasciata fissa 
da una trasformazione T di G, sarebbe una ipersuperficie, i cui 
punti hanno uguali distanze geodetiche da un punto C e dal 
punto C", trasformato di C mediante la T: ciò che dimostra gli 
stretti legami che uniscono le teorie qui svolte, e i metodi del § 26. 

Prima di dare alcuni esempii particolari, premetterò una os- 
servazione generale, il cui completo sviluppo sarà dato soltanto 
in un altro capitolo. Sia Ko un campo fondamentale per un 



{*) La seguente osservazione mi fii suggerita dal Dott, E, Levi. 
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gruppo r, e siano ATi, ^,, . . . . i campi equivalenti a ATo. Sia G 
un sottogruppo di F, di indice finito m. Siano t©; Ti, tj . . . . le 
trasformazioni di G, Esisteranno m trasformazioni £7o = 1, £/,,...., 
U^^i (§ 3, pag. 12) distinte di F, tale che ogni trasformazione 
r di F si può scrivere in uno e in un solo modo nella forma 

Uj T, (ì = 0, 1, 2, ) (j = 0, 1, ,m — 1). Anche la T-' si 

potrà dunque scrivere in un solo modo sotto la forma Uj t,, con 
certi altri valori degli indici j, i. E quindi la T si potrà scri- 
vere in un solo modo sotto la forma v* Uj'\ Posto Uf^ = T^, e 
ricordato che ir* è uguale a una trasformazione x, di G, avremo 
che ogni trasformazione l'di F si può scrivere in uno e in un 
solo modo sotto la forma x, F, (J = 0, 1, . . . . , m — 1: « = 0, 1, 2, . . ..). 
E noi potremo disporre le operazioni di F in un quadro, in guisa 
che le operazioni x, Vj, corrispondenti a uno stesso valore di j, 
appartengano a una stessa orizzontale, I campi fondamentali 
Koj Kij À',, .... (tutti equivalenti rispetto a F) non saranno tutti 
equivalenti rispetto a G\; e precisamente due campi fondamen- 
tali K( e Kj saranno equivalenti rispetto a G soltanto quando 
sono trasformati di Kq mediante due trasformazioni di F, appar- 
tenenti a una stessa orizzontale del quadro ; quindi il campo Ko 
e i campi trasformati di Ko mediante le F,, Fj, ...., F«_i costitui- 
scono insieme un campo fondamentale per Gy che potrà essere 
o non essere connesso. Tutto ciò sarà reso più chiaro dagli esem- 
pii seguenti, a cui noi applicheremo ora le precedenti conside- 
razioni. 

I. Gruppo modulare, — Si dice gruppo modulare il gruppo 
G delle trasformazioni 

sulla variabile complessa a: = § + i yj, dove le a, P, y, 8 sono in- 
teri razionali legati dalla 

(10) a5 — Py = 1. 

u 
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n gruppo G è evidentemente p. d. t. i.; e in ciascuno dei semipiani, 
in cui Tasse r delle quantità reali (la retta rj = 0) divide il 
piano n della variabile a?, si può considerare come un gruppo 
di movimenti in una metrica di Bólyai. Esso è dunque in cia- 
scuno di questi semipiani pr. dis. (§§ 14, 21). Noi studieremo p. es. 
il semipiano iti, per cui è rj>0. 

Per i risultati del § 14, nessuna trasformazione di G può 
trasformare in sé tutti i punti di una stessa linea. Non potremo 
dunque applicare senz'altro il metodo precedente; e noi perciò 
ricorreremo a un artificio, il cosidetto ampliamento per rifles- 
sione per simmetria. 

L'idea fondamentale di questo artificio è la seguente. Cer- 
chiamo di trovare un gruppo F, in cui G sia contenuto come 
sottogruppo di indice finito, e che contenga qualche trasforma- 
zione, che lascia fissi tutti i punti di una certa linea. Allora 
col metodo svolto più sopra determineremo un campo fonda- 
mentale per F; e, secondo i risultati della precedente osserva- 
zione, cercheremo poi di formare un campo fondamentale per il 
nostro gruppo Ér, riunendo insieme un certo numero di campi 
fondamentali per il gruppo T. 

Consideriamo la trasformazione x' = — Xo. Essa è, nella no- 
stra metrica, un movimento U (§ 14, pag. 83) di seconda specie, 
anzi precisamente una simmetria, che lascia fissi tutti i punti 
della geodetica 5 = 0. Moltiplicando la (9) per questa simmetria 
U otterremo una nuova trasformazione definita dalla: 

(11) X = ~-f^^4l (a 5 - p Y = 1). 

Le trasformazioni (9), (11) generano evidentemente un grup- 
po r, in cui G è contenuto come sottogruppo di indice 2, e che 
si dice gruppo ampliato, perchè è stato ottenuto da G, ampliando 
G con la riflessione TI, Per i risultati del § 14, quelle delle tras- 
formazioni (11), per cui è a = 8, sono tutte simmetrie, che tras- 
formano in sé stesso ogni punto della geodetica 
(12) Y(5* + >j')-2a5 + p = rj>0 (a«-PY = l). 
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Questa geodetica ha naturalmente per immagine su Te, un 
semicerchio (o una semiretta, se y c= e quindi a^ = 1), che in- 
contra r ortogonalmente. Noi chiameremo questi cerchi e queste 
rette cerchi e rette di riflessione. 

Come abbiamo già osservato in generale, questi cerchi e qtie- 
ste rette formano un insieme di linee V, invarianti per T, ossia 
ogni trasformazione di T porta una linea di riflessione in un'altra 
linea di riflessione. Infatti, se 7 è una riflessione di F sulla linea 
K,, e se una trasformazione Ti di V porta Vi in un'altra linea 
F,, la Vf sarà una linea di riflessione per la trasformazione 
Ti T Tr^ di r. Ancora noi sappiamo già che esistono regioni 
di TT, in cui non penetrano linee di riflessione; possiamo però 
dimostrare di più che in ogni regione finita R, interna a tt, (i 
punti della quale hanno cioè da r una distanza euclidea mag- 
giore di una costante e maggiore da zero) non possono penetrare 
infinite linee di riflessione. Indicheremo con h la massima distanza 
di un punto di R dalF asse delle t) ; per le nostre ipotesi, h sarà 
una costante positiva finita. 

Le rette di riflessione hanno per equazione § = ^'^ , dove 
a* =5 1, ossia a ■= + 1 ; ossia le rette di riflessione hanno per 
equazione 2 ^ = m, dove m è un numero intero. Quindi è ben 
chiaro che R può essere intersecata soltanto da un numero fi- 

nito di rette di riflessione, perche, per tali rette, 1 ^ ^ A. Il cer- 



chio di riflessione (12) ha per raggio 1/ -^P-i = -f- -. Aflìn- 

che esso penetri entro R, dovrà dunque essere | - p^ s, ossia 

I Y I ^ . Poiché y è intero, y può avere soltanto un numero 
finito di valori. Poiché il massimo raggio di un cerchio (12) di 
riflessione è l'unità, il centro di un cerchio, che penetri entro R, 
avrà una ascissa non maggiore di A + 1. Ma l'ascissa del centro 
del cerchio (12) è * . Sarà dunque \-\ '^ h -{■ l. Siccome 

I y I ^ , sarà I a ' ^ - (A + 1); e quindi, poiché a è intero, an- 
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che a potrà avere soltanto un numero finito di valori. E poiché 
a* — p Y = 1, anche p potrà avere soltanto un numero finito di 
valori. La regione R è perciò intersecata al più da un numero 

finito di rette e di cerchi di riflessione. 

e. d. d. 

Questo teorema si poteva del resto dimostrare senza alcun 
calcolo. Se infatti esso non fosse vero, esisterebbe in R almeno 
un punto A, in ogni intorno del quale penetrano infinite geode- 
tiche di riflessione. E per i ragionamenti di pag. 160, il nostro 
gruppo non sarebbe pr. dis. in A : ciò che è assurdo. 

Valendoci di questo teorema, potremo dimostrare che le linee 
di riflessione dividono n^ in infiniti triangoli curvilinei, tutti equi- 
valenti tra loro rispetto al gruppo V, Consideriamo le tre linee 
di riflessione 

5 = -è: 5 = 0; 5« + T,«=l; 

esse limitano in tCj un triangolo A (i cui lati sono geodetiche, 
ossia rette o cerchi che tagliano r ad angolo retto). I vertici 

arri 

di A sono i punti x = ex:, x = i, x = e^. Questo triangolo non 
è attraversato da alcuna linea di riflessione, come è facile rico- 
noscere, servendoci della equazione (12) delle linee di riflessione (*). 



(*) Una retta di riflessione, come già dicemmo, ha per equazione 
2 ^ = m, dove m è un intero: è facile riconoscere quindi che nessuna di 

queste rette penetra in A. Un cerchio (12) di riflessione ha per raggio —, . 

Affinchè esso penetri in A deve contenere nel suo interno almeno uno dei 

^- 1 \/3^ \/S 1 

punti x= ì, a;= e ' = — g + ♦ -t — . Quindi dovrebbe essere ^ <c -~ , 

e, poiché Y è intero, si avrebbe j yi = 1 , ossia y = 4 1, e quindi a* = 1 + (i. 
Ma, affinchè il cerchio (12) (ove si ponga y = + ^) contenga air intemo 

il punto X = t, oppure il punto x = ^- JlLV_ , deve essere 1 + P •< 

2 

oppiu^e 1 + p + * "^ ^> ossia a* <! 0, oppure a* + a <: 0. Queste disu- 
guaglianze sono assurde, essendo a un intero reale, e quindi essendo 
a'^ ^ ' a I >: 0. 
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Esso è dunque una delle nostre regioni i^,. Se noi applichiamo 
a A le trasformazioni di F, otterremo infiniti altri triangoli, cia- 
scuno dei quali sarà limitato da geodetiche di riflessione e non 
sarà attraversato da alcuna geodetica di riflessione; un punto 
interno a uno di questi triangoli non potrà appartenere ad al- 
cun altro triangolo. Io dico che questi triangoli coprono tutto n^. 
Sia infatti B un punto qualunque interno a ir^, ed ^1 un punto 
qualunque interno a A; tiriamo una linea A B, che resti a di- 
stanza finita da r, e che non passi per alcun punto comune a 
due linee di riflessione. Essa, per quanto abbiamo visto, non 
potrà che incontrare un numero finito di linee di riflessione. Se 
il punto B è esterno a A, essa traverserà una almeno di queste 
linee: un lato di A. La nostra linea sarà quindi divisa in un 
numero finito di tratti Zj, Zg? • • • *> h tali che il punto di divi- 
sione di due tratti appartiene a una e una sola linea di rifles- 
sione. H tratto Zj è interno a A; esso avrà due estremi: il punto 
i4 e un punto A posto sul contorno di A. La riflessione relativa 
a quel lato di A, che passa per A', porterà A in un triangolo A', 
che conterrà al suo interno il tratto /j. Se A" è 1' estremo di Zg, 
distinto da A, la riflessione attorno a quel lato di A' che passa 
per i4" porterà A' in un nuovo triangolo A", che conterrà al suo 
interno Z^. Cosi continuando, finiremo col portare A in un altro 
triangolo, che contiene il punto B, 

La nostra asserzione è così dimostrata. 

Consideriamo il triangolo A; una trasformazione di F, che lo 
trasformasse in se stesso, non potrebbe che permutarne i vertici 

x = iy x = o^, j; = e ' . Si riconosce facilmente che l' unica tras- 
formazione (9) o (11), che possa far questo, è la trasformazione 
identica. Dunque nessuna trasformazione di T (oltre l'identità) 
lascia fisso il triangolo A, Quindi, per le nostre considerazioni 
generali, A, o uno qualsiasi dei triangoli equivalenti, si può assu- 
mere a campo fondamentale di F. Le tre trasformazioni 

vO* =^ ^0} ^C — —"" OCo "~~ J-, X ^^ 
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sono le tre trasformazioni di T, che portano A in uno dei trian- 
goli adiacenti, e sono riflessioni sui tre lati di A. Queste tre 
trasformazioni formano dunque (§ 24, pag. 149) un gruppo di 
trasformazioni generatrici per T. 

Consideriamo il triangolo A e uno dei triangoli adiacenti A': 

p. es. il triangolo A' i cui vertici sono i punti ir = /, aj = co, a? = e' 
Considerati insieme, i due triangoli A, A' formano un unico campo 
fondamentale D, che noi diciamo essere un campo fondamentale 
per G, Infatti un punto generico B di tz^ ha un punto A equi- 
valente in A, e un punto equivalente A in A', rispetto al grup- 
po r. Dal punto A si passa al punto A mediante la simmetria U 
definita dalla retta 5 = 0. Se dunque la trasformazione TAì T, che 
porta B in A h wn movimento di prima specie, ossia appartiene 
anche a 6?, la trasformazione jT di T che porta ^ in ^' è uguale 
al prodotto U T, e quindi è di seconda specie, ossia non appar- 
tiene a (t. Se invece la T è di seconda specie (non appartiene 
a G)j la 7^ è di prima specie (appartiene a G). Esiste dunque en- 
tro Dy in ambedue i casi, uno e un solo punto equivalente a B 

rispetto a G. 

e. d. d. 

Noi considereremo IJ anche come un quadrangolo, conside- 
rando il punto 2 = i come un vertice di D. In tal caso D avrà 

4 lati: il lato chfe va dal punto x = oo al punto a? = e'; il lato 
che va da quest'ultimo punto al punto x = i; il lato che va 

dal punto x = i al punto ìT = e ** ; e infine il lato che va dal 
punto X = e^ al punto j; = o^. Il primo e l' ultimo lato sono 
equivalenti, perchè la trasformazione (di G) 

x' = x + l 

porta l'uno nell'altro: il secondo e il terzo lato sono pure equi- 
valenti, perchè la trasformazione 

X 
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del gruppo G porta l'uno nell'altro. Queste due trasformazioni 
bastano dunque (§ 24, pag. 149) a generare il gruppo modulare. 

Gruppo di Picard. — Si dice gruppo di Picard il gruppo G 
delle trasformazioni: 

X = P (a S — p Y = 1 oppure a 5 — ^ y = ij 



yx 

dove le a, ?, Y> ^ sono numeri interi complessi di Gauss, vale a 
dire numeri della forma a -\- ib (dove a, b sono interi razionali). 
Il gruppo G di Picard è chiaramente p. d. t. i. Esso non lascia 
evidentemente fisso alcuna retta, o alcun cerchio del piano della 
variabile complessa x e perciò è un gruppo kleiniano (§ 22, 
pag. 139). Esso si può quindi considerare come gruppo di movi- 
menti in uno spazio di Bólyai a tre dimensioni (cfr. anche § 14, 
pag. 95), che noi potremo immaginare rappresentato conforme- 
mente su un semispazio euclideo S a tre dimensioni, limitato 
dal piano n della variabile complessa x. Noi avremo cosi in 
questo semispazio un gruppo di trasformazioni conformi, che 
trasformano tc in se stesso. Anche qui la trasformazione af= — Xo 
rappresenta una simmetria nella metrica di Bólyai, che è rap- 
presentata in S. Ampliando G con questa simmetria, otterremo, 
come sopra, un gruppo F in cui G è contenuto come sottogruppo 
di indice 2. In F sono contenute le infinite riflessioni, definite 
da equazioni del tipo: 



oppure 



_ (a. + » a,) Xo + (1 — é) P /„. i a' 4- 2 R V — n 



dove le a,^,T sono interi reali razionali. Le sfere e i piani di riflessio- 
ne corrispondenti dividono S in poliedri (tra loro equivalenti). Uno 
di questi poliedri è quello limitato dai piani, che intersecano ortogo- 
nalmente 7t lungo le rette a;+^o = l,iC-^o=0, k-j^'= - %? e dalla 
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sfera, che taglia ortogonalmente tc lungo il cerchio a: a^o = 1. 
Uno di questi poliedri può servire a F di campo fondamentale 
in n. L'insieme formato da due consecutivi di questi poliedri 
si può considerare come un campo fondamentale di G in S. 

Tutte le proprietà, qui soltanto enunciate, si possono dimo- 
strare con metodo analogo a quello usato per studiare il gruppo 
modulare; il lettore potrà trovare le dimostrazioni nelle Lezioni 
sulla teorìa delle funzioni di variabile complessa del prof. Bianchi 
(§ 26, pag. 72 e seg.) o nel trattato del Fricke (pag. 76 e seg.). 

Gruppo arìtmetico rìproduttore di una forma quadratica inde- 
finita. — Tanto il gruppo modulare, quanto il gruppo di Picard 
si possono considerare come gruppi di movimenti reali in una 
metrica di Bólyai, ossia come gruppi di proiettività reali in un 
piano, o in uno spazio, che trasformano in se stessa una conica 
reale, o una quadrica reale non rigata. Noi vogliamo applicare 
i metodi precedenti allo studio generale dei gruppi aritmetici ri- 
produttori G (§ 22, pag. 136) di una forma quadratica T^= 2Irt,,.2r,.rjk, 
a coefficienti interi razionali, quando la F=0 rappresenta una 
quadrica reale Q non rigata nello spazio aS, in cui le a?, {i -<, n) 
sono coordinate omogenee. Questi gruppi, che si possono, come 
sappiamo, considerare tutti come gruppi di movimenti in una 
metrica di Bólyai, che abbia Q per assoluto, sono pr. dis. nella 
regione R interna a Q. Per applicare i nostri metodi, noi dob- 
biamo cominciare con la determinazione delle riflessioni, conte- 
nute in G, Le riflessioni non sono che le omologie armoniche, 
trasformanti Q in se stessa, che lasciano fissi tutti i punti di un 
iperpiano /, che interseca la R, ossia che taglia Q in punti reali. 

Sia S 6i ar, = U V equazione di /. Ora, mutando, caso mai, i 
segni di tutte le a</k, potremo ottenere che 

sia la condizione, affinchè un i^unto Xi sia entro R. Lidicando 
con Ani il complemento algebrico di an, nel determinante ^a^p 
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il polo A di I avrà le coordinate S J^ &* ; affinchè / attraversi 
B, dovrà essere 

S a,^ S A,j, b^ S ^^ 6, > 0, 

ossia, posto A = I a,jfc i, 

Ma, per le ipotesi fatte, A <; 0. Quindi 

La riflessione determinata da / non è che V omologia armo- 
nica, che ha / come iperpiano di omologia, e A come centro di 
omologia. Essa è quindi definita dalle seguenti equazioni: 

Si verifica facilmente infatti che questa proiettività trasforma 
in sé stessa la forma F, e lascia fissi tutti i punti dell' iperpiano /. 
Affinchè questa proiettività appartenga a (?, i suoi coefficienti 
devono essere numeri interi razionali. Quindi i rapporti delle b 
devono essere razionali; e noi potremo supporre che le b siano 
interi primi tra di loro. Il numero intero S An^ bt bi, deve essere 
un divisore dell'intero 2 6, S A,,^ bj,^ qualunque sia i. Poiché gli 
interi 6^ sono primi tra di loro, l' intero S A,t 6, b^ (che sappiamo 
negativo) deve essere un divisore di 2 S Af^ bt e quindi anche 
di 2 S a„S Aiit 6fc = 2 A 6„ qualunque sia l. E, poiché le 6, sono 
interi primi tra loro, l'intero negativo S ^^^ f>i ^Jt deve essere un 
divisore dell'intero 2 A, che è pure negativo. Indichiamo con 
S^j (a = 1, 2, . . . ., ft) i divisori negativi (in numero finito h) del- 
l' intero 2 A, Avremo, per quanto abbiamo detto, che deve essere 
soddisfatto almeno uno dei seguenti sistemi di equazioni 

^^^^ } 2sl'CIo'(modSj (- = l,oppurea«2,....,oppure«=A) 
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Ogni sistema di numeri interi 6 primi tra di loro, che sod- 
disfi a uno degli h sistemi (13), ci definisce un iperpiano di rifles- 
sione, ossia una riflessione di G. Abbiamo cosi ricondotta una 
parte delle nostre ricerche (che è spesso la fondamentale) alla 
risoluzione dei sistemi (13). Ma la nostra teoria ci dà un aiuto 
potentissimo per la risoluzione delle (13). Infatti notiamo ohe 
per ogni soluzione di (13) è individuata una riflessione di G. 
Date due tali riflessioni U, V se ne può subito trovare una terza 
U~^ V TI, e quindi, continuando in modo simile se ne possono tro- 
vare infinite altre V'U F, F"* U'' VU V, U'' F"* U-' VU VU, ecc. 

La teoria dei sistemi (13) presenta perciò una notevole ana- 
logia (che non è soltanto formale) con la teoria della equazione 
di Péli, per la quale, com'è noto, basta conoscere la soluzione 
minima per poter trovare tutte le altre (*). 

Immaginando di avere, in un modo o nelF altro, risoluto le 
equazioni (13), noi avremo determinato tutte le riflessioni di G; 
queste riflessioni, moltiplicate tra di loro in tutti i modi possi- 
bili, genereranno un gruppo G', o coincidente con G, o contenuto 
in G come sottogruppo invariante. I piani di riflessione trovati 
divideranno R in tante regioni parziali Kq, JT, , K^ . . . ., ciascuna 
delle quali potrà servire di campo fondamentale a (t'(**). 

§ 27. — I gruppi lineari e oonformi più generali. 

Le considerazioni dei due ultimi paragrafi hanno un'impor- 
tante applicazione al problema di riconoscere se un gruppo li- 
neare o conforme qualsiasi è, o non è pr. dis. Comincieremo dal 
caso dei gruppi lineari. 

Sia G un gruppo p. d. t. i. di coUineazioni reali o complesse in 
uno spazio S, in cui x^jX^^^.^^X^ siano coordinate omogenee. Come 
potremo noi riconoscere se il gruppo G opera o non opera in modo 



(*) Cfr. Dihiciilet-DedpuvIni>, Teoria dei nuiueri, Trad. it.delFAiFOFKR. 
Pag. 142 e tìe«r. 

(**) Nel trattato di Kleike Fuioke (pag. 501 e 8eg.) si studiano mol- 
tissiiui casi particolari, e si trovano numerose citazioni bibliografiche. 
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pr. dÌ8, Bui punti reali e complessi di aS, o, ciò che è lo stesso, sulle 
variabili - (i = l, 2,...., n--l), pensate come variabili complesse ? 

Indichiamo con 5, le coordinate omogenee di iperpiano in S, e 
con gi le quantità immaginarie coniugate, e consideriamo il si- 
stema di tutte le forme F quadratiche a coefficienti reali o di 
tutte le forme Hermitiane nelle §. Sia al solito S uno spazio in 
cui sono coordinate omogenee i coefficienti (la parte reale e la 
immaginaria dei coefficienti) delle nostre forme F, Sia R quella 
regione di S, i cui punti sono immagine di forme definite. H 
gruppo G diventa in S un gruppo G', che trasforma R in se 
stessa, ed è pr. dis. in R {§ 21, teoremi VI e VII, pag. 128). Noi 
potremo anzi per i risultati del § 25, pag. 157-168, immaginare di 
aver costruito in R per G un campo fondamentale /iTo, e i campi 
equivalenti ATj, À'g . . . . Tra le varietà, che formano il contorno di 
i? c'è la varietà Wy luogo dei punti, a cui corrispondono forme 
uguali al prodotto di due fattori lineari Sa^?,-, Sa" ^^ (S a, go S a^ 5") 
(dove con a,, aj indico costanti immaginarie coniugate). Nel primo 
caso questi due fattori rappresentano, uguagliati a zero, due stelle 
immaginarie coniugate di iperpiani, ossia in sostanza due punti 
immaginarii coniugati di 8. Nel secondo caso il primo di questi 
due fattori individua l'altro, e rappresenta una stella immagi- 
naria di iperpiani, ossia, in sostanza, un punto immaginario di S, 
I punti di W sono dunque in corrispondenza biunivoca e con- 
tinua con le coppie di punti immaginarii coniugati Ai S o coi 
punti immaginarii di S. Dunque: Condizione necessaria e suffi- 
ciente affinchè G sia pr. dis, in S, pensato come luogo dei suoi 
punti reali e complessi, è che G' operi in modo pr, dis. sulla va- 
rietà W (che è a 2 n — 2 dimensioni). 

Supponiamo che un pezzo Fo a 2 w — 2 dimensioni di W 
faccia parte del contorno di uno dei campi fondamentali Kj, p. es. 
di JSTo. Esisterà allora pure un pezzo jP, a 2 w — 2 dimensioni di W, 
che fa parte del contorno di Kt(i= 1, 2, . . . .). Sia W quella por- 
zione di W^ che è ricoperta da jPo, F^y ecc. Evidentemente il gruppo 
6r' sarà pr. dis. in W'y in quanto che due punti generici di Fo non 
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potranno essere equivalenti rispetto a G': e quindi G sarà pr. dis. 

in quella parte di Sy i cui punti sono immagine dei punti di W\ 

Viceversa noi ci possiamo chiedere: Se il gruppo G è pr. 
dis. in aS, o in un pezzo di S, ossia se G' è pr. dis. in W, o in 
una parte di W, accadrà necessariamente che un campo if, abbia 
almeno una faccia a 2 n — 2 dimensioni su IF? Da una vaga 
intuizione siamo indotti a rispondere affermativamente a questa 
domanda, ossia ad enunciare il teorema : 

Condizione necessaria e sufficiente, affinchè G sia pr. dis. in S, 
in una parte di S, è che un pezzo a 2 n — 2 dimensioni di W 
faccia parte del contorno di Ko. 

Questo teorema, che risolverebbe in generale il problema di 
riconoscere se un gruppo proiettivo generico G p. d. t, i. è, o 
non è pr. dis., ìion è ancora dimostrato completamente: cioè, men- 
tre la condizione enunciata è certo sufficiente come noi abbiamo 
visto, non si è ancora dimostrato che essa sia necessaria (*). Nel 
caso dei gruppi kleiniani, questo teorema equivale a un procedi- 
mento già usato dal Poincaré; e che per tali gruppi special- 
mente importanti questa condizione sia realmente necessaria e 
sufficiente noi dimostreremo con tutto rigore al Capitolo ottavo. 



(*) Si noti che, se F è un pezzo a n — 2 dimensioni di H', e se nes- 
sun pezzo Fa n — 2 dimensioni di F appartiene a uno stesso campo 
fondamentale, allora in ogni intorno, costruito in R, di un punto A ài F 
penetrano inliniti campi fondamentali. Se invece G è pr. dis. in un pezzo 
F di W, per ogni punto J. di 1^ si può costruiic iu W un intorno, due 
punti distinti del quale non possono essere equivalenti rispetto a Q. Il 
dimostrare che le condizioni del testo sono necessarie equivale dunque a 
dimostrare che, se un punto A di W è punto limite di infiniti campi fon- 
damentali, ossia se in ogni intorno di Aj costruito in If, penetrano infiniti 
campi fondamentali, allora in ogni intorno di A, costruito in TF, esistono 
punti distinti equivalenti rispetto a G, Ora non è dimostrato che: 1. se, per 
una determinata divisione dello spazio 7i* in campi fondamentali, nelP in- 
torno di A penetrano infiniti campi fondamentali, il gruppo non sia pr. 
dis. nell'intorno di A costruito in li] 2. che, quand'anche in tal senso il 
gruppo risultasse impropriamente dis., non si potrebbe coiichiuderne sen- 
z' altro che di conseguenza il gruppo sia pure impropriamente dis, nell' in- 
tomo di A costruito in W. 
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Consideriamo ora un qualsiasi gruppo G di trasformazioni 
conformi, p. d. t. i., in uno spazio euclideo S b, n — 2 > 2 di- 
mensioni, in cui yj, ^2? • • • •? yn-2 siano coordinate cartesiane or- 
togonali. Noi potremo considerare S come l'iperpiano y,_i = 
di uno spazio euclideo S, in cui.yi, .^2; • • • •> l/n-i sono coordinate 
cartesiane ortogonali, E noi possiamo immaginare rappresentata 
conformemente nella regione li (y,_i ^ 0) di S una metrica di 
Bólyai, in guisa che y„_, = sia l'immagine dell'assoluto (§ 10, 
pag. 67 e seg.). Ogni trasformazione conforme in S individua 
(§11, pag. 64 e seg. e nota a pag. 67) una trasformazione in S, 
che è un puro movimento nella citata metrica di Bólyai; il gruppo 
G individuerà perciò in S un gruppo T di movimenti per questa 
metrica. I gruppi (r, F trasformano nello stesso modo i punti di S. 
Il gruppo r possiederà un campo fondamentale in J?; ed eviden- 
temente, se un tale campo ha qualche faccia su S, il gruppo G sarà 
pr, dis. in S, o almeno in quella regione di S, che è coperta dalle 
faccie dei campi fondamentali di T in R, In questo caso si può 
anche dimostrare il teorema reciproco con ogni rigore; che cioè, 
se nessun campo fondamentale di T in R ha faccie fondamentali su S, 
allora G non può essere pr. dis, in alcuna regione di S. Di questo 
teorema, che dà un metodo generale per riconoscere se un gruppo 
G conforme p. d. t. i. è, o non è pr, dis., noi non daremo qui la 
dimostrazione, perchè essa è la immediata generalizzazione di 
quella, che daremo al § 30 per i gruppi kleiniani. 

Capitolo Settimo. — Applicazioni aritmetiche. 

§ 28. — Jm9l teoria della riduzione delle forme. 

Siano fi {Xi, x^, . . . ., x^) (i = 1, 2) due forme a coefficienti 
interi delle variabili x. Se dalla f^ si passa alla f^ con una 
trasformazione Tlineare intera omogenea unimodulare a coeffi- 
cienti interi sulle x, le due forme si dicono equivalenti. Per giu- 
stificare questa definizione, si osservi che in tal caso anche la 
T"* è una trasformazione a coefficienti interi, lineare intera omo- 
genea i;niniodulare sulle x, e che si ha identicamente 
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/ 1 V^U • • • «7 ^n) = / 2 (^ ^I? • • • • j -^ •''il)' 

Cosicché, se per certi valori interi §« f^i ha 

A [lij > ?») = ^ (w» = num. intero), 

sarà pure 

A ifìy7 j ^«) = ^, 

dove le 7^ sono numeri interi definiti dalle yj^ = T"^ 5,. 

Ciò si esprime dicendo che i numeri interi rappresentabili 
con la /*! sono quelli stessi, che sono rappresentabili con la /*j, 
e che dall' una rappresentazione si passa all' altra mediante la 
trasformazione lineare T. Tutte queste osservazioni giustificano 
la denominazione sopra introdotta di forme equivalentL 

Sorge ora la domanda di riconoscere se due date forme a 
coefficienti interi sono, o non sono equivalenti, e, in caso affer- 
mativo, la questione di riconoscere quale trasformazione lineare 
T porta r una nell' altra. Per rispondere a queste domande è 
sorta la teoria della riduzione delle forme: la quale si propone 
di trovare in un insieme S di forme un insieme subordinato IT, 
tale che ogni forma di S sia equivalente ad una forma di 2j ; 
così che due forme di S sieno equivalenti allora e allora sol- 
tanto, che esse sieno equivalenti alle stesse forme di S. Questa 
teoria si presenta nei varii casi di aspetto assai differente; per 
ragioni di chiarezza noi dovremo svolgere anzitutto alcune con- 
siderazioni preliminari. 

Siano G e G' due gruppi isomorfi di trasformazioni rispet- 
tivamente su n variabili Xi,X2,...,x„ e su m variabili yi,y«, ....,y«j 
che si assumano le une a coordinate in uno spazio Sj le altre a 
coordinate in uno spazio S\ Sia R una regione di S, che ogni 
trasformazione di G trasforma in se stessa, e in cui G è pr. dis. 
Sia R una regione di S, che G' trasforma in se stessa. Supporremo: 

1. Esiste un sistema S di A equazioni 

S) /, {x^x,.... Xn, yiy,....yj = (i == 1, 2, . . . . , A) 

tali che, se due punti (jTi x„) e (y, . . . . y J di Se di S' sod- 
disfano a esse, altrettanto avviene dei punti, trasformati del 
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punto (.r) e del punto {y) per due trasformazioni corrispondenti 
qualsiasi di (? e di (?'. In altre parole i gruppi G, O' lasciano 
invariato il sistema di equazioni 2. 

2. Se (y, yj . . . . y„) è un punto di i?', i punti x, che soddisfano 
alle S, riempiono una varietà F, che penetra entro R, 

3. Il punto (^1, ya, , yj di 2? è completamente determi- 
nato, quando si dia il pezzo V di V, che penetra in R. 

4. Il gruppo G possiede in R una rete di campi fondamen- 
tali Koj Kly K^y .... 

Un punto (ixf) di R si dirà ridotto^ se appartiene al campo Ko] 
ogni punto di R sarà equivalente a un punto ridotto, e in gene- 
rale a uno solo. Ciò è conseguenza delle prime proprietà dei 
campi fondamentali. 

Un punto (y) di U si dirà ridotto^ se la varietà V corrispon- 
dente ha qualche punto comune con Ko. Ogni punto (y) di R è 
equivalente ad almeno un punto ridotto. Infatti sia A un punto 
della corrispondente varietà V, che appartenga a R, Alla od 
alle trasformazioni di G, che portano A in un punto A' di À'o, 
corrisponderanno in G' una, o più trasformazioni, che portano 
(y) in un punto ridotto, perchè la corrispondente varietà T'' ha 
almeno il punto A entro À'o. Non si può affermare però che un 
punto generico (y) di R sia equivalente a un solo punto ridotto, 
perchè potrebbe avvenire che un punto ridotto B generico di R 
fosse equivalente a punti ridotti distinti. Se p. es. la varietà F, 
definita da B, oltre che aver punti comuni con Ko^ ha qualche punto 
comune con un altro campo A^„ alla trasformazione di G, che porta 
Kf in Ko corrispondono in G' una o più trasformazioni, che portano 
B in un punto ridotto, che può benissimo essere distinto da B. 

Due punti (y) di R saranno equivalenti rispetto a G\ allora e 
aUora soltanto che essi individuano lo stesso punto, o lo stesso si- 
stema di punti ridotti. 

Notiamo che Tessere un punto di R o ài R ridotto, o non 
ridotto dipende essenzialmente dal campo fondamentale scelto 
come campo Kq. 
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Notiamo ancora che potrebbe darsi che coincidessero tanto 
i gruppi (?, G\ quanto gli spazii Sj S' e che R fosse una regione 
di Sj distinta dalla R, p. es. che K fosse la regione formata da 
quei punti di S^ che non appartengono a K, In tal caso le nos- 
tre definizioni permettono di dare una teoria della riduzione 
tanto nei punti (a?) della regione R, ove G è pr. dis., quanto 
nella regione complementare R. 

Applichiamo queste idee alla teoria delle forme algebriche o 
Hermitiane. Sia dato un gruppo F di trasformazioni lineari in- 
tere omogenee unimodulari sulle variabili Z|, z^^ . . . ., 2^, p. d. t. i. 
Se le trasformazioni di F sono a coefficienti reali (complessi) 
consideriamo tutte le forme F algebriche di grado pari 2 « in 
queste variabili (le forme Hermitiane (*) di queste variabili). Sia 
Si lo spazio, in cui sono coordinate omogenee i coefficienti (la 
parte reale e la parte immaginaria dei coefficienti) delle forme F, 
Una forma F sarà individuata (tutto al più a meno del segno), 
quando se ne dia il punto immagine in a?i, e si dia il valore di 
un suo invariante non assoluto e differente da zero. Se i,,Ì2, ....^i,, 
sono un sistema completo di invarianti per le nostre forme, ì 
cui gradi sono rispettivamente w„ w^, . . . ., w^,, tutte le trasforma- 
zioni di F lascieranno invariante il sistema di quelle forme jP, 
per cui i„ ij, . . . . , ig hanno dei valori determinati. Il gruppo G 
cioè trasformerà in sé stessa ogni varietà di aS, , rappresentata 
da equazioni del tipo : .f = cost. (a = 2, 3, . . . . , a). 

Sia S una varietà reale di questo tipo, e supponiamo esista 
una regione R A\ Sji cui punti sono immagine di forme definite. 
Al nostro gruppo F corrisponderà in S un gruppo G che in R 
possiede campi fondamentali (§ 25, pag. 158). Noi dunque potremo, 
usando delle definizioni sopra esposte, costruire una teoria della 
riduzione per i punti di 7?, e quindi per le corrispondenti forme Fj 



(*) Le forme Hermitiano non sono che forme iperalgebriche, (cioè 
forme algebriche dipendenti dalle x, aro, che hanno sempre valori reali) 
di secondo grado. Noi potremmo considerare anche forme iperalgebriche di 
grado x)iù elevato. (Cfr. la nota al $ 21, pag. 128). 
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quando si convenga di chiamare ridotta^ o non ridotta una forma 
i^, secondo che il punto corrispondente in >S è ridotto, o non ridotto. 
Quanto abbiamo fin qui detto si applica alle forme definite; 
e, nel caso che il gruppo F sia il gruppo delle trasformazioni 
lineari intere omogenee unimodulari a coefficienti interi sulle 2, 
la nostra definizione non è che una semplicissima generalizza- 
zione di quanto si fa nella ordinaria teoria dei numeri. In que- 
sta teoria si dice infatti che, ne S è un insieme di forme definite, 
le forme di un insieme TTo, subordinato di 8, si possono chiamare 
ridotte, se Z© è tale che ogni forma di S sia equivalente a una 
e in generale a una sola forma di iT©. Anzi la nostra teoria at- 
tuale permette di giustificare tale definizione per le forme defi- 
nite di grado qualsiasi, e di mostrare quanto vi sia di indeter- 
minato in tale definizione, per la indeterminazione che esiste 
(§ 24, pag. 147) nella scelta del campo fondamentale TTo. 

Supponiamo, per fissare le idee, che le trasformazioni di T 
siano a coefficienti reali; e consideriamo tutte le forme i^ delle 
z di uno stesso grado t (che può anche essere uguale a 28). Sia 
S\ lo spazio, ove sono coordinate omogenee i coefficienti delle F 
(che potrà anche coincidere con Si). x\l gruppo F corrisponderà 

in S\ un gruppo proiettivo G\ Se J,, Jj, , j^ sono un sistema 

completo di invarianti per le forme F, i cui gradi sono rispetti- 
vamente m„ mìj . . . . , m^, il gruppo G'i trasformerà in sé ogni va- 
rietà, definita da una o più equazioni*'.^ = cost. (a = 2, 3, . . . ., x). 

Sia S' una di queste varietà, che supponiamo reale. Siano 

/„ /jj, , Ij, invarianti simultanei di una forma i^ e di una 

forma F. Le / saranno funzioni dei coefficienti x di una forma 
F e dei coefficienti y di una forma F. Potrà darsi che in S' 
esista una regione K tale che ai gruppi G, G si possano appli- 
care le considerazioni, che abbiamo esposte nelle prima parte 
del presente paragrafo. In tal caso noi potremo costruire una 
teoria della riduzione delle forme F corrispondenti ai punti di i?, 
anche se esse non sono forme definite. L'importanza di queste 
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considerazioni (che si estendono facilmente, come vedremo nel 
§ 29, alle forme Hermitiane) risulterà più chiara dalle applica- 
zioni future. Vedremo (§ 29) che esse costituiscono una ampia 
generalizzazione della teoria di Gauss della riduzione aritmetica 
delle forme quadratiche indefinite. 

È facile riconoscere che i nostri attuali procedimenti permettono di 
estendere la teoria aritmetica della riduzione anche a fomie, i cui coeffi- 
cienti sono interi in un campo algebrico qualsiasi H^ (*). Supponiamo per 
fissare le idee che sia H^ che i campi coniugati H^, 1/j, , , , ,, Hp siano 
campi di numeri reali. Consideriamo il gruppo Q^ delle trasformazioni P, 
lineari intere omogenee unimodulari sulle z, i cui coefficienti sono nu- 
meri interi nel campo H-^^. Il gi'uppo G'i potrà anche contenere trasfor- 
mazioni infinitesime (di Klein), in quanto che, com'è ben noto, in un campo 
algebrico possono esistere infiniti niuneri interi minori in valore assoluto 
di una costante finita * Parrebbe dunque che le nostre considerazioni non 
fossero applicabili al caso attuale. Ma la difficoltà si supera con un facile 
artificio ($ 22, pag. 135). Indichiamo, per simmetria, le variabili z con 
5^*^ . E consideriamo p — 1 nuovi sistemi di variabili s^p^ z^, . . . . , a^,'^ 
(i = 1, 2, . . . . , r). Sia P^ quella trasformazione sulle z^^^ (À: = 2, . . . ., p), 
i cui coefficienti sono gli interi del campo Hj. , coniugati dei coefficienti 
omologhi della P,. Le P,, Pj, . . . ., Pp non possono essere contemporanea- 
mente infinitesime, perchè in ogni campo algebrico non possono esistere 
infiniti numeri interi minori, insieme agli interi coniugati, di una costante 
finita. Quindi la trasformazione mista P, prodotto delle trasformazioni 
parziali P,, Pg, . . . . < Pp (f 4, img. 14), non può mai essere infinitesima. 
Il gruppo G generato dalla P, che è isomorfo ai gruppi 6r, generati ri- 
spettivamente dalle Pi , è dunque p. d, t, i. Sia F^ una fonna delle z^^"^ a 
coefficienti interi nel campo algebrico H^ j e sia Ft la forma, che se ne 
deduce sostituendo alle z^^'> le z^^, e ai coefficienti gli interi omologhi in 
^, (t = 2, 3, . . . . , 2>). Diremo che le P, sono le forme coniugate della Pj. 
Porremo 

(14) P = S ai Fi (a< = costanti generiche). 

È ben evidente che, se una trasformazione P^ di G^ porta F^ in una 
forma analoga P*,, la trasformazione corrispondente P di G porta la forma 
F nella forma 

P' = S a, P, , 

dove le P< (ì = 2, 3, . . . . , p) sono le forme coniugate di F'i, 

Se noi dunque avremo costruito per un certo sistema di forme P una 
teoria della riduzione relativa al gruppo G, avremo contemporaneamente 



(•) Cfr, Dirichlet-Dedekind, loc. cit. Gap. 11. 
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costruito una teoria della riduzione per il sistema corrispondente di for- 
me F^ relativamente al gruppo aritmetico Gj , quando si convenga di 
chiamare ridotta, o non ridotta una forma F^, secondo che è, o non è ri- 
dotta la forma F cori'ispondente. 

§ 29. — Ifft riduzione delle forme quadratiche od Kermitiane. 

Sia Siik ttft Z( Zn una forma quadratica nelle n variabili z, a 
coefficienti reali. Essa sarà determinata, (tutf al più a meno del 
segno) quando si dia il valore D del suo discriminante !fli»|, e 
il punto che è immagine di detta forma nello spazio S, in cui 
le a,ji sono coordinate omogenee. H gruppo F delle trasformar 
zioni lineari intere omogenee unimodulari a coefficienti interi 
razionali sulle z dà origine a un gruppo G proiettivo in S, che 
possiede campi fondamentali (§ 25, pag. 157) in quella regione R 
di Sy che è immagine di forme F definite. Se Ko è un tal campo 
fondamentale, una forma definita si dirà rìdotta, se il suo punto 
immagine è dentro Ko. 

Cerchiamo ora di costruire una teoria della riduzione delle 
forme F quadratiche indefinite. Sia S bm Zi z^ una tale forma ; 
essa avrà per immagine un punto di Sj posto nella regione R, 
complementare di Ji. Sia ^,|. il minore complementare di 6^ 
nel determinante ! b^, ' . La quantità 7 = S a^ Bfj^ sarà un inva- 
riante simultaneo di una forma JF' e di una forma F. Se noi 
teniamo fissa la F', la equazione 7=2 a^. B,j. = definisce un 
iperpiano in S. Viceversa, se è dato questo iperpiano, e se è 
noto il discriminante ifr^. di F", le 5^, le &«> ® quindi anche la 
forma F' restano individuate, tutt' al più a meno del segno. 
Dimostrerò che nelle nostre ipotesi V iperpiano 7 = penetra 
entro R. Notiamo anzitutto che ogni trasformazione reale lineare 
intera omogenea unimodulare sulle z, che porti una forma F in 
una forma F\, dà origine in >S a una trasformazione, che lascia 
invariante la /?, e che porta l' iperpiano corrispondente alla F 
neir iperpiano corrispondente alla F\, Noi potremo dunque ser- 
virci di una tale proiettività per ridurre JF" a forma canonica 
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S 6„ z]j e dimostrare soltanto per le F' ridotte a forma canonica 
che V iperpiano corrispondente ha punti comuni con R. Essendo 
K = 2 6„ z] indefinita, le &„ , e cosi le -B» non potranno avere 
tutte lo stesso segno. Si potranno quindi trovare delle costanti 
positive ttii tali che S a« B^ — 0. H punto di Ry immagine della 
forma definita S a„ 2?, giace sulU iperpiano corrispondente alla 
uotìtra forma indefinita. E quindi tale iperpiano attraversa R, 

e. d. d. 

Tanto basta, perchè risulti senz' altro l' applicabilità dei nostri 
procedimenti al caso attuale; come esempio, noi completeremo 
il nostro studio per il caso di w = 2, cioè per il caso di forme 
binarie X 2* -j- 2 [i 2, 2,, -l- v z\. Lo spazio >S è in tal caso il piano, 
in cui le X, [i, v sono coordinate omogenee. Il gruppo 6? è un 
griippo di movimenti in una metrica a curvatura costante ne- 
gativUj che ha per assoluto la conica C definita dalla Xv — |i2 = 0. 
La regione 7? è la regione dei punti interni a tale conica: i 
punti di R sono immagine di forme definite. Per costruire in R 
un campo fondamentale Ko^ ricorreremo alla rappresentazione 
conforme della nostra metrica sul semipiano positivo tt di una 
variabile complessa x = X -\~ i Y (§§ 10, 14), rappresentazione 
che è definita dalla 

(16) X^iY=-^^i\^^~''-^' . 

\ * i V ' I V I 

Queste formole si possono facilmente dedurre dalle (25)' del 
§ 14, (pag. 81), o, ciò che in fondo è lo stesso (cfr. loc. cit.), dalle 
(16/ (16)" del § 10 (pag. 60). Ponendo infatti in queste ultime 
formole n = 3, y^^X, y^ = F, a?, = {i, :ì\ = ^ ^- , a^s = — ^ g , 
esse si riducono alle precedenti formole (16), mentre l'equazione 
ìtJ -[- xj — orj = 0, che definisce l' assoluto nelle notazioni del 
g 10, diventa appunto la X v — (i^ = 0, che definisce V assoluto 
nelle notazioni attuali. Una forma definita X 2? + 2 |i z, z^ -|- v zj 
ha un punto immagine nella regione R di S: il punto corrispon- 
dente di 7t è per la (16) il punto, in cui la variabile complessa x 
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è uguale a quella delle radici deirequazione X+2(ia? + va;*=0, 
che ha positivo il coeJBGiciente della parte immaginaria. 

Se ne deduce facilmente che il gruppo (r, considerato come 
gruppo di trasformazioni sui punti a? di tc, è il gruppo modulare. 
E dal § 26 (pag. 164) noi sappiamo che la regione definita dalle 

è un campo fondamentale Kq di G in n. Potremo dunque chia- 
mare una forma definita X zj -|- 2 [i «j -Sj + ^ z\ ridotta, allora e al- 
lora soltanto che il suo punto immagine è in Kq^ ossia che 

(16) |v|^2||i|; |X|^|v|. 

Ogni forma definita è equivalente dunque a una, e in gene- 
rale a una sola forma, per cui siano soddisfatte le (16). 

Passiamo ora allo studio delle forme lz\ -\' 2 m z^z^ -{- n z\ 
indefinite. L'invariante simultaneo / delle forme 

X 2? + 2 (1 2i z, + V ^5, Z 25 + 2 m 2i ^, + w 25, 

è 

/ = Xw + Zv — 2m[i. 

L'equazione 7 = rappresenta in S, quando si considerino 
le l, m, n come quantità fisse, le X, |i, v come coordinate correnti, 
la retta polare del punto (Z, m, n) rispetto alla conica assoluto C. 
A questa retta corrisponde per le (16) in tc il cerchio 

n{X^ \ r») + 2 m Z + Z == 0. 

Il quale è quel cerchio che taglia ortogonalmente l'asse delle X, 
nei due punti, le cui ascisse sono le radici della nX^ '\-2mX-\-l = 0, 
La nostra forma sarà ridotta allora e allora soltanto che que- 
sto cerchio ha qualche punto comune con Xo, ossia allora e allora 

soltanto che 

. 71 4= n {n -\- m -\~ l) ^ 0, oppure 

(17) ^ w 4= w (w — m + Z) ^ 0, oppure 

( » =0 I Z I ^ I m I . 

Ogni forma indefinita è equivalente ad almeno una forma, 
per cui sono soddisfatte le (17). 
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Restringiamoci ora a studiare le forme a coefficienti interi 
razionali. Dalle (16), (17) si ricava facilmente che esiste soltanto 
un numero finito di forme ridotte di dato discriminante (*). Ora 
osserviamo che, se y © il cerchio immagine di una forma ridotta 
indefinita Wo, il cerchio y incontrerà in generale, oltre al trian- 
golo Koy infiniti altri triangoli fondamentali Jf,, A\, A', . . . . Le 
trasformazioni T che portano uno di questi triangoli nel trian- 
golo jBTo, trasformeranno TFo in nuove forme ridotte TF„ TF„ TFj .... 
che hanno tutte lo stesso discriminante di TFo. Ma, poiché le 
forme ridotte di dato discriminante sono in numero finito, que- 
ste forme si debbono ridurre a un numero finito di forme di- 
stinte, che si diranno costituire un periodo di forme ridotte. Tra 
le trasformazioni T ne esisteranno perciò infinite, che portano 
TFo in S9 stessa; e che costituiscono il gruppo aritmetico ripro- 
duttore di TFo. Ecco cosi ritrovati i teoremi fondamentali di 
Gauss della teoria delle forme binarie a coefficienti interi razionali. 

In modo completamente analogo si possono studiare le forme 
Hermitiane binarie 

« ^i A + (* + «' ^) ^i 2* -f (6 — i e) z*iz^ + d z. z\ , 

e stabilire una teoria della riduzione rispetto al gruppo T delle 
trasformazioni lineari intere omogenee (a modulo uguale alo 
a i) sulle 2,, ^i, i cui coefficienti sono interi di Grauss, ossia sono 
numeri del tipo : a -j- i ^, dove a, p sono interi razionali. 

In questo caso iS è lo spazio a tre dimensioni, in cui a, h, e, d 
sono coordinate omogenee, e in cui è definita una metrica iper- 



(•) Infatti, m p. e», «i tnittu di fonile definite, e av — |i- = 1> > 0, 

V* 3 
dalle (16) si trae successivamente 1> = X v — (i* :> V* — |i' i^ v' — 4 ^ 4 v'* 

Dunque V intero v e, per la prima delle (16), anche V intero ji può avere 
soltanto un numero finito di valori. Infatti da queste formole si deduce che 

I 11 I < i I V I < - - l/I>T Altrettant4> avverWi anche di X == — ^r^ • 
» ** I — 5 I « - y3 V V 

In modo affatto analogo si tratta il caso di forme indefinite. 



Capitilo Settimo — § 29, 183 

bolica, il cui assoluto è la quadrica ad — 6* — c^ == 0. La re- 
gione i2 è la regione interna a questa quadrica, e si può rap- 
presentare su un semispazio euclideo tc, in guisa che la nostra 
metrica iperbolica sia conformemente rappresentata in tt. 

Applicando i nostri procedimenti precedenti, troveremmo fa- 
cilmente che una forma ha per immagine in S un punto, che 
appartiene a -K, se la forma è definita, ed ha rispetto alla qua- 
drica assoluto un piano polare intersecante i?, se la forma è 
indefinita. Troveremmo pure che in tc una forma definita ha per 
immagine un punto, una forma indefinita ha per immagine una 
semisfera, che taglia ortogonalmente il piano limite di tc. 

Il gruppo G è il gruppo di Picard, per cui noi abbiamo già 
trovato (§ 26, pag. 167) un campo fondamentale Kq. Noi potremmo 
dunque senz' altro dedurne una teoria della riduzione per le no- 
stre forme. 

Preferiamo dare al metodo altra forma, che è estendibile 
pure a forme Hermitiane in n variabili, e di cui mostreremo 
anche altre applicazioni. 

Al gruppo r sulle 2„ z, corrisponde sulla variabile complessa 

z 
a; = - il gruppo di Picard. Una forma Hermitiana, uguagliata 

a zero, rappresenta sul piano a della x un cerchio reale, o im- 
maginario, secondo che la forma è indefinita, o definita. 

Se una trasformazione di F porta una forma jP in una forma 
t\y la corrispondente trasformazione del gruppo di Picard porta 
il cerchio F == nel cerchio Fi = 0. Se ora noi consideriamo 
un semispazio euclideo tc, che abbia come piano limite il piano 
a della variabile complessa x, è ben noto che noi possiamo im- 
maginare una metrica a curvatura costante, iperbolica, rappre- 
sentata conformemente in tc, in guisa che ai movimenti in tale 
metrica corrispondano in tc trasformazioni conformi, che portano 
un cerchio o una sfera in un altro cerchio, o in un'altra sfera 
e che la corrispondente trasformazione indotta sul piano a della 
variabile complessa x sia una trasformazione lineare sulla va- 
riabile X. E viceversa. 
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In particolare il gruppo di Picard individua un gruppo di 
movimenti nella nostra metrica. 

Sia F una delle nostre forme Hermitiane definite: per il 
cerchio F = passa una e una sola sfera di raggio nullo, defi- 
nita da un'equazione a coefficienti reali, che abbia il centro 
in 7c. E il punto sarà l'unico punto reale di detta sfera. Se 
noi assumiamo in tt il punto come punto immagine della 
forma F, è ben evidente, per quanto abbiamo detto, che a una 
trasformazione di F che porti F in una forma Fi corrisponde 
nella nostra metrica un movimento che porta il punto immagine 
di F nel punto immagine di F^, 

Sia invece F una delle nostre forme Hermitiane indefinite; 
noi assumeremo come semisfera immagine di F nel semispazio tu 
quella semisfera che taglia ortogonalmente il piano della x lungo 
il cerchio F = 0. A una trasformazione di F, che porti F in una 
forma F^ corrisponde un movimento nella nostra metrica che 
porta la semisfera immagine di F nella semisfera immagine di. 
Fi. Siano X, Y, Z coordinate cartesiane ortogonali in tu, tali che 
X ^^ X -f- ìY] un poliedro fondamentale Ko del nostro gruppo in 
Ko è p. es. (§ 26, pag. 167) il poliedro limitato dai piani X=^^ F=0, 
F = X, e dalla sfera X^ ^ F^ + Z* = 1. Noi potremo allora chia- 
mare ridotte le forme definite, il cui punto immagine appartiene 
a À'o, e le forme indefinite, la cui sfera immagine ha qualche 
punto comune con /io. 

E, con ragionamenti affatto simili a quelli svolti per le forme 
quadratiche, troveremmo che: 

Le forme ridotte Hermitiane di dato discriminante, i cui 
coefficienti sono interi di Gauss, sono in numero finito. Ogni 
forma definita generica ò equivalente a una sola forma ridotta; 
ogni forma indefinita è equivalente a un numero finito di forme 
ridotte. 

Per ogni forma F Hermitiana indefinita, i cui coefficienti 
sono interi di Gauss, esistono infinite trasformazioni di T, che 
trasformano F in se slessa. 
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Il metodo, che qui sopra abbiamo esposto, è suscettibile di 

applicazione anche alle forme di Dirichlet, cioè alle forme 

JF' == (a -f i 6) 2? 4- 2 (e -j- i d) z, z^ \ {h + i k) zi Ogni tal forma F 

definisce, quando venga uguagliata a zero, due punti A, B del 

z 
piano della variabile x = '. E se noi diamo il discriminante 

Z>g 

di F, e quel cerchio di ?:, che incontra ortogonalmente nei punti 
AyB il piano della J7, avremo individuata la forma F (a meno del 
segno). Noi potremo quindi assumere tale cerchio come cerchio 
immagine della F, Ed è poi ben evidente, che se una trasfor- 
mazione del gruppo F sulle variabili z„ z^ porta F in una forma 
jP,, il corrispondente movimento non euclideo porterà il cerchio 
immagine di F nel cerchio immagine di JF',. Potremo poi chia- 
mare ridotta una delle nostre forme F, se il suo cerchio imma- 
gine ha punti comuni con Ko] e ancora è vero che ogni forma 
F è equivalente ad almeno una forma ridotta. D lettore troverà 
un amplissimo svolgimento di questi studii particolari nel trat- 
tato di Klein e Fricke (voi. I, pag. 448-601). 

Capitolo Ottavo. — I gruppi fuchsiani e kleiniani. 
§ 30. — Proprietà fondamentali. 

Nel § 22 (pag. 137) noi abbiamo già parlato dei gruppi fuchsiani 
e kleiniani: riprenderemo ora con maggiori particolari lo studio 
di questi gruppi, di speciale importanza, e continueremo a usare 
le notazioni introdotte al § 22. 

Noi abbiamo in sostanza al § 22 definiti i gruppi fuchsiani 
come i gruppi p. d. t. i. di trasformazioni lineari su una variabile 
a; = 5 + i>J» che trasformano in se stesso un cerchio o una retta 
reale del piano iz della variabile complessa x^ e trasformano in 
se stessa ciascuna delle regioni, in cui questa retta, o questo 
cerchio dividono tt. 

Accanto a essi sono pure da ricordarsi i gruppi di trasfor- 
mazioni lineari sulla variabile complessa a;, che trasformano in 
se un cerchio C immaginario, ma che pure è definibile con una 
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equazione sulle 5, tq a coefficienti reali. Se noi poniamo ^ = — , 
evidentemente ogni tale cerchio C si può definire, ponendo 
uguale a zero una • forma Hermitiana definita F delle a?, , a?, , e 
viceversa. Ora, se x' = ?^L_X P' {% = 1, 2, . . . .) sono le trasforma- 
zioni di (?, e se, come possiamo supporre a. 5,. — P^y,. = 1, il gruppo 
O è isomorfo al gruppo O' delle 

x\ = + (oc, a?i + P, x^) x\ = + (Yi Xi + 5, x^), 

il quale evidentemente deve trasformare la forma F in se stessa. 

Poiché F è definita, il gruppo O'y e quindi anche il gruppo G 

sono composti di un numero finito di trasformazioni (§ 23, pag. 142). 

Viceversa ogni gruppo O discontinuo finito di trasformazioni 

lineari x = ? — 4— § sulla x trasforma in se stesso un cerchio C 

y X fr ^ 
di 7C, immaginario, ma rappresentabile con un'equazione a coef- 
ficienti reali sulle §, rj. Infatti, posto x = -*, il gruppo G è iso- 

Xf 

morfo al gruppo G\ generato dalle 

x\ = + (a 0?! -|- p 0?,)? oc\ =--r -j- (y a?i -}- 5 x^). 

Se ud è una forma Hermitiana definita delle Xi^ x^ e A\ ^'', .... 
sono le forme trasformate di A mediante le operazioni di (?', il 
gruppo G' trasforma in se stessa la forma Hermitiana definita 
F = A -\- A' -\- A' -\- , , , .li equazione F = 0, (che, come dicem- 
mo, equivale a un'equazione a coefficienti reali sulle 5, 7]) rap- 
presenta in Tz un cerchio C immaginario, che il gruppo G tras- 
forma evidentemente in se stesso. 

e. d* d. 

Sia dunque G uno dei nostri gruppi; con una trasformazione 
lineare sulla x potremo sempre ridurci al caso che il cerchio C 
sia il cerchio a: a:o -[- 4 = 0, ossia §2 4_ y|2 _|_ 4 == 0. Le equazioni 
(12), (13) del § 10 (pag, 53) dove si ponga n = 3, Si = 5, S^ = "^t 
p = i^ -j- f]^ danno una rappresentazione conforme e biunivoca 
tra i punti di ti e i punti di una sfera 

xl + xl-^xl = l (J) 
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di uno spazio euclideo, in cui ap^, a?^, x^ sono coordinate carte- 
siane ortogonali. Se noi non consideriamo come distinti punti 
diametralmente opposti di {J\ la metrica vigente su tale sfera 
coincide con la metrica di un piano q ellittico, i cui punti sono 
in corrispondenza biunivoca con le coppie di punti di tc, di cui 
l'uno è il trasformato dell'altro nell'inversione per raggi vettori 
reciproci definita da C. Ai movimenti di (»/) in se stessa corrispon- 
dono movimenti in q e viceversa: cosicché (§ ll,,pag. G3) ai mo- 
vimenti di •/ in se stessa corrispondono quelle trasformazioni 
conformi di ?:, che mutano C in se stesso, ossia quelle trasfor- 
mazioni lineari sulla x, che lasciano invariante il cerchio C. 

Per ognuno dei nostri gruppi G, ossia per ogni gruppo G dis- 
continuo finito di trasformazioni lineari sulla x possiamo stabilire 
una rappresentazione conforme di k su una sfera euclidea ./, tale 
che al nostro gruppo G corrisponda un gruppo di movimenti della 
sfera J in sé stessa. 

Lo studio dei nostri gruppi G equivale dunque allo studio dei 
gruppi p. d. t, i, di movimenti della sfera euclidea in sé stessa 
(cfr. più avanti al § 84). 

Tra la classe dei gruppi di trasformazioni lineari sulla x, che 
lasciano fisso un cerchio reale di ti, e quella dei gruppi che la- 
sciano fisso un cerchio immaginario, esiste una classe intermedia: 
la classe dei gruppi G che lasciano fisso un cerchio di raggio 
nullo, ossia un punto di tz. Sia G un tale gruppo e sia A il 
punto, che G lascia fisso. Una trasformazione lineare, che porti 
A nel punto x = c.>, trasformerà G in un gruppo simile (?', le 
cui trasformazioni, dovendo lasciar fisso il punto x = o.^, saranno 
del tipo a' = a X -{- ?. Se, come al solito, la parte reale e il 
coeflSciente della parte immaginaria di x si interpretano come 
coordinate cartesiane ortogonali in tt, questo gruppo G' sarà 
quindi un sottogruppo del gruppo continuo formato da tutti i 
movimenti e tutte le similitudini euclidee. Se per tutte le tras- 
formazioni del gruppo si ha ' a I = 1, allora questo gruppo non 
contiene ne trasformazioni iperboliche, né lossodromiche, e di- 
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venta un sottogruppo del gruppo dei movimenti euclidei. Noi 
determineremo al § 34 tutti questi gruppi. Ma nel presente pa- 
ragrafo e nei seguenti §§ 31-33 non ci occuperemo invece in 
modo esplicito dei gruppi che si possono considerare come gruppi 
di movimenti sulla sfera', o sul piano euclideo; e ciò perchè gli 
stessi metodi, che applicheremo allo studio dei gruppi fuchsiani, 
valgono anche in questi casi, e anzi diventano per essi assai più 
elementari. 

Dal § 14 sappiamo che le trasformazioni di un gruppo fuchsia- 
no possono essere ellittiche, paraboliche o iperboliche: quelle 
di un gruppo kleiniano possono essere ellittiche, paraboliche, 
iperboliche o lossodromiche (ellittico-iperboliche). Una trasforma- 
zione ellittica T di un gruppo G fuchsiano o kleiniano è una 
trasformazione del tipo : (cfr. § 14, pag. 86) 

~ -— -? = e**''' ?-::^ {k = cost. reale). 

La trasformazione 3T' fp intero qualunque), che appartiene pure 
a (t, è data evidentemente dalla 



Essa è infinitesima allora e allora soltanto che Te p diifferisce 
da un numero intero di una quantità infinitesima non nulla. Ma, 
poiché per definizione G non contiene trasformazioni infinitesime, 
noi possiamo concluderne che qualunque sia l'intero p, la quan- 
tità fc p o è essa stessa un numero intero, o diiferisce da un nu- 
mero intero di una quantità £ non infinitesima : cioè di una 
quantità e, maggiore in valore assoluto di una certa costante 
positiva non nulla. Per note proprietà dei numeri irrazionali, 
ciò non avverrebbe se h fosse irrazionale: possiamo dunque as- 
serire che fc è un numero razionale - (w, n interi primi tra 

loro). Possiamo naturalmente supporre m, n positivi ed m -<! », 
perchè, aggiungendo o sottraendo da fc dei numeri interi, la tras- 
formazione T non cambia. Noi possiamo ora trovare due numeri 
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interi ji, v tali che m ji = w v -|- 1. .La trasformazione U = T^ 
sarà definita dalla 



o, ciò che è lo. stesso, dalla 

x' — g «wi-i X — g 

:r' - p ~ ^ x-r 

Sarà dunque T = ZJ". Il gruppo ciclico F generato dalla U = Tf^ 
è evidentemente un sottogruppo del gruppo ciclico y generato 
da T. Ma, poiché T --= ?/"*, y è un sottogruppo di F: i due gruppi 
y, r devono dunque coincidere, ossia le T, TI generano lo stesso 
gruppo ciclico. Concludendo, i gruppi ciclici di trasformazioni 
ellittiche contenuti in un gruppo G fuchsiano o kleiniano sono 
generati da trasformazioni U del tipo precedente, dove n è un 
intero. Evidentemente la U ha il periodo n: vale a dire n è il 
minimo intero, per cui U* = 1, cosicché (§ 3, pag. 10) si ha 
U' = U' allora, e allora soltanto che ^ =^ r (mod n). Se noi pen- 
siamo il gruppo fuchsiano o kleiniano O come gruppo di movi- 
menti (§§ 14, 22) in uno spazio di Bólyai a 2 o a 3 dimensioni, 
la U lascia fisso, come sappiamo, rispettivamente un punto, o 
una retta reale nella metrica corrispondente, ed è una rotazione 
di ampiezza - attorno a questo punto o a questa retta. 

Dal § 14 sappiamo che un gruppo G di trasformazioni li- 
neari, che trasforma in sé stesso un cerchio C reale di tc, non 
contiene trasformazioni lossodromiche. Noi completeremo questo 
risultato dimostrando che: 

Se G è un gruppo di trasformazioni lineari sulla variabile com- 
plessa X, che non contiene trasformazioni lossodromiche, allora esso 

a) trasforma in sé stesso un cerchio reale, o immaginario del 
piano TI della variabile x^ e si può considerare come un gruppo 
di movimenti in una metrica a curvatura costante non nulla; 

^) è un gruppo simile a un gruppo G' di movimenti euclidei; 
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f) o è un gruppo simile a un gruppo G' formato di pure omo- 
tdìe € traslazioni euclidee. (Il caso (y) sembra non essere stato 
finora notato). 

Viceversa ogni gruppo, che goda di una delle proprietà (a), (p), 
(Y) non contiene trasformazioni lossodromiche. 

Comincieremo dalla prima parte di questo teorema. 

Se (r è un gruppo ciclico (generato per ipotesi da una tras- 
formazione non lossodromica), la nostra asserzione è evidente, 
perchè ogni trasformazione non lossodromica è simile a una 
trasformazione x = k x -\- h {k,h costanti, k reale), oppure a una 
trasformazione x' ^= e*^ x -\- h (9, h reali) e trasforma quindi in 
He infiniti cerchi (o rette). 

Supponiamo ora dapprima che esista un punto -4, lasciato 
fisso da tutte le trasformazioni di G: noi potremo (trasforman- 
do G con una opportuna trasformazione lineare V sulla x) 
supporre che esso sia il punto x = oo. Le trasformazioni di 
G del gruppo trasformato G' saranno del tipo x' = a x -\- ^. 
Poiché nessuna trasformazione del gruppo è lossodromica, i 
coefficienti a di queste trasformazioni o sono in modulo u- 
guali alla unità, oppure sono reali positivi. Se è sempre 
( a I =^ 1, il gruppo evidentemente è un gruppo di movimenti 
euclidei. Se non è sempre | a | = 1, il gruppo conterrà almeno 
una irò sformazione iperbolica T. Il gruppo non potrà contenere 
alcuna trasformazione ellittica C7, (lasciante fisso il punto x = cxd), 
perchè altrimenti conterrebbe anche la trasformazione lossodro- 
mica T U. Le trasformazioni del gruppo sono quindi tutte del 
tipo : ar' = a a; 4" P? dove a è una costante reale positiva e sono 
quindi o traslazioni (se a =: 1), o pure omotetie euclidee (se a ={= 1). 
H nostro gruppo G godrà dunque o della proprietà (P) o della 
proprietà (a). 

Esclusi questi gruppi, potremo ora supporre che nessun punto 
di t: sia lasciato fisso da tutte le trasformazioni di G. Distin- 
guiamo più casi: 

1, G contiene una trasformazione ellittica non identica T. 
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Mutando G in nn gruppo simile O' con una opportuna trasfor- 
mazione lineare sulla x, potremo (§ 14, pag. 86) ottenere òhe la 
trasformazione di G\ corrispondente a T, e che indicheremo an- 
cora con T, sia del tipo: a?' = e'® x {B = cost. reale). 

(a 8 — p y = 1) é una qualsiasi tras- 



Io dico che «e a:' «= * ^ 



formazione TI di G\ allora a = 5o. Infatti U non è lossodromica 

per ipotesi, e quindi a + 8 è reale. Anche la trasformazione 

T U ài G' non è lossodromica. E, poiché T U h definita dalla 
*o 

x' = -sw ì anche e* a-f-e vg è reale. Dal fatto che 

a-|-8, 6*a-j-c *5 sono reali si trae subito che a = 8o. 

Osservo di più che, se uno dei coefficienti P, Y è nullo, allora, 
poiché aS — pY = l,i coefficienti a e 8 sono diflferenti da zero. 
Però il coefficiente P delle trasformazioni di G' non può essere 
sempre nullo, perchè altrimenti, contrariamente alla nostra ipo- 
tesi, G' lascierebbe fisso il punto a; = 0. Né può essere sempre 
nullo il coefficiente y, perché G' lascierebbe sempre fisso il punto 
X = oo. Io dico che esiste una trasformazione di G'j per cui am- 
bedue questi coefficienti sono differenti da zero. Infatti esistono, 
per quanto dicemmo, almeno due trasformazioni, distinte o no, 
di & 

^^^ax+J (a8-pY=l), a?' = «;Arj-j; (a'8'~pY = l), 

y X -\-o ^ ^ ^ ^ y X -\-o ^ ^' 

tali che p 4= 0, y' 4= 0. Se p. es. y 4= 0, o p' 4= 0, la prima, la 
seconda di queste trasformazioni godrebbero della proprietà vo- 
luta. Se invece y = p' = 0, allora, come sappiamo, a = 8© 4= 0, 
a = y© 4= 0? ® ^^ trasformazione 

^ ~ ' SYa; + S8'^ " ' 

che é prodotto delle due trasformazioni considerate, gode ap- 
punto della proprietà voluta. Sia dunque W una trasformazione 
{ps — g r = 1) di (?' per cui q ^0^ r =\= 0, p = 80. 



X ^^- — 



r X — s 
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Sarà qr '^ p 8 — 1 =^ p po — 1. Perciò q r è una quantità recde 
non nulla. Se g r > 0, esisterà una costante reale non nulla k 
tale ohe r h, |- siano complesse coniugate. Sostituendo la varia- 

bile k X al posto di x^ il gruppo O' sarà trasformato in un gruppo 
simile, che indicheremo ancora con (?'; la T sarà trasformata in 
una trasformazione T che sarà ancora definita dalla x = e'^x; 
la W sarà trasformata nella trasformazione W 

x' =K-j- ?! (y s -q'r= 1) dove q' = r'o 4= (e / = s'o) 

Sia ora V un'altra trasformazione di G' definita dalla 
X == ~_L ^ ("^ ^ — P T = !)• Poiché G' contiene T, sappiamo 
che a = So. La trasformazione W V dì G' e definita dalla 

Sarà dunque anche (p' a + y' T) = (^' ? + *' ^)o =^ r'o % -^ So So. 
Poiché p' = « o, a = 5o, q == r'o =^ 0, se ne trae y = Po. 

Dunque ogni trasformazione di G' è del tipo x = >f ^ — " 

Po a? + a© 

(a ao — ?Po = 1), e trasforma perciò in sé stesso il cerchio :r a;o = 1. 
Il gruppo G iniziale, che è simile a G\ trasformerà in sé stesso 
un cerchio reale di tc, e godrà della proprietà (a). Se invece 
q r <^ Oj si dimostra in modo simile che G lascia fisso un cer- 
chio immaginario di tt, e gode ancora della proprietà (a). 

2. G contiene almeno una trasformazione iperbolica T; mu- 
tando il gruppo in un gruppo simile G\ potremo supporre che 
G' contenga una trasformazione iperbolica T% definita (§ 14, 
pag. 86) da un'equazione x = h x {h ==^ cost. reale positiva). Sia 

af = :'— ^ (a 5 — P Y =* 1) una qualsiasi trasformazione U di G\ 

Poiché U non è lossodromica, a -f 8 è reale. Poiché anche la 

« VA a; + -^ 
U 3^ che è definita dalla jc' = -v non é lossodro- 

rv/A^ + ^V 
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— 8 , 

mica, a Vh -\- — , sarà reale. E quindi tanto a che S sono 

reali. Come nel caso precedente, vediamo che esiste in G' nna 

trasformazione W definita dalla x' = P ^ ^ ^ - (ps—qr=^ 1), 

r a? + « 

tale che g 4= 0» ^ 4= 0. Per quanto abbiamo detto, p ed 8 saranno 
reali. E si trova e. s., che (trasformando 6' con una trasforma- 
zione x' = k Xj dove Jc è un' opportuna costante) si può supporre 
che q, r siano quantità reali. Ora & contiene anche la W V, 

che è definita dMe. x' ^^-f-^+^yl^'^^'^ì^^ 
sappiamo i>a-["?T)^P + ^8 saranno reali. Poiché a, S, r, «, p, q 
sono reali e g 4= 0, r 4= 0, anche p e y saranno reali. Quindi ogni 
trasformazione U di G' ha coefficienti reali. G' trasformerà in sé 
stesso Tasse reale di tu; e il gruppo simile G trasformerà in sé stesso 
un cerchio, o una retta reale di tc, e godrà della proprietà (a). 

3. G contiene tutte trasformazioni paraboliche. Poiché per ipo- 
tesi nessun punto di tu è lasciato fisso da tutte le trasformazioni 
di Cr, si potranno trovare in G due trasformazioni ET, V paraboliche, 
distinte dall'identità, in guisa che, se x = a e x = b sono i punti 
di ^ lasciati fissi rispettivamente da ?/ e da F, sia a^=b. Con una 
trasformazione lineare sulle x, portiamo il punto x = a nel punto 
fic = 0, il punto x = b nel punto x = 00. Le U, V saranno rispet- 
tivamente definite da equazioni del tipo ìt' = — -j-tj, aj'=aj4-§, 

dove 3 4= 0, Y =1= 0) perché U, V sono distinte dall' identità. La 

/• • ' X 1 771 3 

trasformazione Z/F* è definita dalla x' = r - 7: — ^—r, e quindi 

yx + rpm-tV ^ 

non può essere parabolica per ogni valore di m: perché altrimenti 
sarebbe (per ogni valore dell'intero m) 2 -f w y ^ = +; 2 : ciò che 
é assurdo, perchè p 4= ^? Y =^ 0« Quest'ultimo caso non può dun- 
que avvenire. 

Passiamo ora a studiare le proprietà più notevoli dei campi 
fondamentali dei gruppi fuchsiani e kleiniani. Cominciamo dal 
caso più semplice dei gruppi fuchsiani. Consideriamo un gruppo 
fuchsiano G come gruppo di movimenti su un piano di Bólyai. 
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Noi sappiamo dal § 26 (pag. 166) che si potrà per esso costruire un 
campo fondamentale, limitato da linee ciascuna delle quali è luògo 
dei punti equidistanti da due punti Co, C^. Ma il luogo dei punti 
equidistanti da due punti dati è, anche nel piano di Bólyai, una 
geodetica. Si potrà dunque limitare un campo fondamentale di 
G sul piano di Bólyai mediante geodetiche. Bisogna soltanto 
osservare che un campo fondamentale del piano di Bólyai può 
anche estendersi all' infinito : vale a dire che, se noi ricorriamo 
all'immagine geodetica del piano di Bólyai sulla regione R in- 
terna a una conica reale Q, può avvenire che il campo fonda- 
mentale di (? in 22 abbia dei vertici su Q, o. abbia anche tra 
i suoi lati qualche pezzo di Q. 

Ora, se Tc è il piano della variabile complessa a?, su cui opera 
fì^, e se C è il cerchio o la retta limite (e cioè il cerchio o la 
retta trasformati da G in sé stessi), questo piano ir è diviso da 
C in due regioni iZ^, TZ^j ^^ ognuna delle quali noi possiamo 
rappresentare conformemente il piano di Bólyai: le geodetiche 
saranno rappresentate dai cerchi, che tagliano C ad angolo retto. 
Noi potremo quindi in R^ (in R^) costruire un campo fondamen- 
tale K^ (K^) per G^ il quale sarà limitato da cerchi o da rette 
ortogonali a C. Se però il campo fondamentale di G si esten- 
deva all'infinito sul piano di Bólyai, allora, poiché nella nostra 
rappresentazione i punti di C corrispondono biunivocamente ai 
punti di Q, il campo K^, K^ sa^rà inoltre limitato da uno o più 
lati posti sul cerchio o sulla retta limite C. Ma sappiamo che 
due punti uno di R^ e uno di ifg, che corrispondono a uno stesso 
punto del piano di Bólyai, sono (§ 10, pag. 66) trasformati Tuno 
dell'altro mediante l'inversione per raggi vettori reciproci defi- 
nita dal cerchio C su tc o, se C è una retta, mediante la sim- 
metria definita da questa retta; quindi K^ si deduce da K^ me- 
diante questa inversione o simmetria^ e i vertici^ o i lati, che K^ {K^) 
ha eventualmente su C sono comuni anche a K^ (Z,). Nel caso 
dunque che K^ o K^ avessero lati su C, i due poligoni K^^ /T^, 
considerati insieme, formano un unico poligono K^ + -^»j il cui 



Capitolo Ottavo — § 30. 195 

contorno è tutto formato da rette o cerchi ortogonali a C, e che 
può servire di campo fondamentale per G in tutto il piano n 
detta variàbile complessa x (tanto in iZt, che in R^), I poligoni 
trasformati di K mediante le trasformazioni di G riempiono 
tutto il piano ti; e soltanto su C possono esistere dei punti 
eccezionali, che siano punti limiti di un insieme di punti equi- 
valenti. 

Se invece K^ e K^ non hanno alcun lato su C, noi dovremo 
considerarli separatamente come campi fondamentali di G in i?, 
e in iZ,; nessun punto di C potrà essere interno a un campo 
fondamentale ; e in un intorno di un punto qualsiasi di C pene- 
trano infiniti campi equivalenti. La linea C è composta di punti 
tutti singolari per G. 

Passiamo ora ai gruppi kleiniani. Teoremi più volte citati 
ci dicono che un tal gruppo G si può considerare come un 
gruppo proiettivo nella regione R di uno spazio S, che è intema 
a una quadrica Q reale non rigata, il quale trasforma in sé Q. 
In R esso possiede un campo fondamentale K. Se noi suppo- 
niamo in -K rappresentato geodeticamente uno spazio di Bólyai, 
il contorno di K sarà formato da superficie, ciascuna delle quali 
è il luogo dei punti equidistanti da due punti Ay B. Queste su- 
perficie sono dunque piani normali alla retta A B. Se poi K 
ha faccie anche all'infinito, esso avrà per contorno anche uno 
o più pezzi di Q. In questo caso e in questo caso soltanto G può 
operare in modo pr. dis. in una regione di Q (§ 27, pag. 172). 

Per dimostrare con rigore quest'ultima affermazione^ prove- 
remo che: 

1. Se un punto B di Q è punto limite di infiniti poliedri fon- 
damentali normali K^, K^,.... per il gruppo G in R, esso è anche 
punto limite di infiniti punti, equivalenti a un punto qualunque C, 
intemo a R. 

Osserviamo infatti che, se -4 è il centro di un poliedro fon- 
damentale normale K, una faccia di K appartiene al piano 9 luogo 
dei punti equidistanti da, A e da un punto A\ equivalente ad A. 



196 Capitolo Ottavo — § 30. 

I punti interni a K hanno (per definizione di campi normali) una 
distanza da A minore della loro distanza da A, e perciò giac- 
ciono da una stessa banda di a. In altre parole, se a é il piano 
di una faccia di un campo normale K, allora K giace tutto da una 
stessa parte di a. Quindi ogni poliedro fondamentale è convesso, 
e un segmento di geodetica che congiunge due punti interni a un tede 
poliedro è formato tutto di punti interni al poliedro. Supponiamo 
ora (ciò che non diminuisce la generalità) che la quadrica Q 
dello spazio euclideo S rappresentativo sia una sfera di rag- 
gio 1; e sia Q una sfera di raggio e < 1, concentrica a Q, e 
interna a Q. Ogni punto interno o sul contorno di Q appartiene 
a un numero finito di poliedri fondamentali; ed esiste al più un 
numero finito di tali poliedri, che abbiano almeno un punto co- 
mune con Q', perchè altrimenti esisterebbe in Q un punto limite 
di infiniti poliedri. Siano ora Sj, e^, 63.... infiniti numeri positivi 
crescenti, tali che lim e. = 1. Costruiamo le sfere Q'i, Q'a? Q's-»-' 
concentriche a Q, i cui raggi euclidei siano rispettivamente 

ej, ^ì^ Dei poliedri fondamentali normali, che hanno per 

limite il punto B di Q, soltanto un numero finito può avere dei 
punti interni o sul contorno di Q', (dove i è un intero qualun- 
que). Gli altri poliedri sono tutti esterni a Q',-. Il segmento di 
geodetica (retta) che congiunge due punti interni a un polie- 
dro affatto esterno a Q',, giace tutto entro questo poliedro, e 
perciò è interno a Q, ma esterno a Q',. La sua lunghezza eu- 
clidea è quindi inferiore a 2 y/ 1 — ej . Dunque la massima 
distanza euclidea di due punti di uno dei poliedri JST, tende a 
zerOj quando n tende a infinito, ossia quando K^ si avvicina al 
punto B. Dunque, mentre i nostri poliedri si avvicinano a J5, 
le loro dimensioni (dal punto di vista euclideo) impiccioliscono 
in tutti i versi; preso quindi un intorno p piccolo a piacere del 
punto B, esisterà un numero m cosi grande che, per w > m, tutti 
i poliedri K^ sono interni a p. Sia C ora un punto qualunque 
interno a R. In ciascuno di questi poliedri K^ esiste un punto 
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equivalente a C. Dunque in ogni intorno ? di -B esistono infiniti 
punti equivalenti a C. 

2. Se in un pezzo w del contorno di Q non esistono punti dis- 
tinti equivalenti, nessun punto di w può essere un punto limite 
di infiniti poliedri fondamentali. 

Sia infatti B un punto di w; sia, g un piccolo cerchietto, 
interno a w, della sfera Q, che contiene B all'interno, e siano 
g, g". . . . i cerchi trasformati di g. Io dico che il cerchio g non 
può tagliare alcuno dei cerchi g\ gr" . . . . Se infatti E fosse un 
punto interno tanto a g, che a g\ la trasformazione T di G, che 
porta gf' in gr, porterebbe il punto E in un altro punto E', intemo a 
gf, ed equivalente ad E. Per l' ipotesi fatta E' coinciderebbe con E. 
Tutti i punti intemi a, g ed a, g sarebbero dunque punti fissi 
per la T: ciò che è assurdo. Potrebbe darsi che g fosse tan- 
gente a uno dei cerchi g\ j" .... : noi possiamo evitare subito 
questo caso, impicciolendo il cerchio g. Potremo dunque sup- 
porre che i cerchi gf, g\ gf". . . . siano a due a due esterni l'uno al- 
l'altro. Indichiamo con y la regione limitata dal piano del cer- 
chio g, e da quella calotta di Q, cui appartiene il punto -B; in- 
dichiamo con y', y" . . . . le regioni equivalenti a y. Per quanto 
abbiamo dimostrato tutte queste regioni sono affatto esterne 
l'una all'altra. Se C è un punto di y, i punti equivalenti a C 
sono tutti esterni a y. E dunque impossibile che B sia un punto 
limite di infiniti poliedri normali del gruppo G : in tal caso in- 
fatti, per quanto abbiamo dimostrato più sopra, in y esistereb- 
bero infiniti punti equivalenti al punto C. 

Resta dunque dimostrato con tutto rigore che: 

3. Se w è un pezzo di Q, in cui esiste almeno un punto B, 
che »ia punto limite di infiniti campi normali, il gruppo G non 
può essere pr, dis. in tutto w. 

E possiamo anche dimostrare: 

4. Se vù è un altro pezzo del contorno di Q, in ogni intorno 
di B esiste almeno un punto equivalente a un punto qualsiasi E 
di ic\ 
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Sia E un punto di w\ se questo teorema non fosse vero, esi- 
sterebbe un intorno circolare e di E, tale che tanto e, quanto 
gli intorni equivalenti sarebbero tutti esterni a un intorno P 
di B, Se C fosse un punto posto nella regione limitata dal piano 
passante per la periferia di e, e quella calotta di Q, a cui ap- 
partiene jE7, allora B non potrebbe essere punto limite di punti 
equivalenti a C: ciò che è contrario a quanto abbiamo già di- 
mostrato in 1. 

Ora, se un poliedro fondamentale non ha alcuna faccia su Q, 
allora ogni punto di Q è punto limite di infiniti poliedri fon- 
damentali. Dalle quattro proposizioni precedenti segue appunto 
che in tal caso G non è pr. dis. in alcun pezzo di Q: ciò che 
appunto noi avevamo enunciato. 

Noi dimostreremo ora un teorema, che farà meglio ricono- 
scere l'importanza dei precedenti risultati. 

Se U gruppo G opera in modo pr, dis. in una regione w di Q, 
esso opera in modo pr. dis. su tutto Q (eccettuati al più dei 
punti che non riempiono alcun pezzo di Q, ossia che giacciono 
su linee eccezionali) e viceversa. 

Ricordando che i punti di Q sono in relazione biunivoca 
continua coi punti del piano complesso n della variabile x, il 
precedente teorema equivale al seguente: 

Se un gruppo kleiniano G opera in modo pr. dis. in mia re- 
gione, per quanto piccola, del piano n della variabile complessa 
X, esso opera in modo pr. dis. in tutto il piano ^ (eccettuate al 
più delle linee eccezionali) e viceversa. 

Per dimostrare questo teorema, cerchiamo intanto quando un 
gruppo kleiniano G può non operare in modo pr. dis. in ogni 
pezzo di una regione o) di tz. In tal caso ogni punto della re- 
gione w^ che è su Q immagine di co, è punto limite di infiniti 
poliedri fondamentali: quindi per il teorema IV di pag. 197, 
ogni punto E ài Q e equivalente a un punto E' di w. Ma E' è 
punto limite di infiniti poliedri fondamentali ; altrettanto avverrà 
dunque per E. Quindi G non è pr. dis. in ogni intorno del punto 
generico E di Q. 
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H nostro teorema si può anche dimostrare in modo diretto. 
Infatti, nelle nostre ipotesi, in ogni pezzo p (per quanto 
piccolo) di (0 deve esistere qualche punto lasciato fisso da al- 
meno una trasformazione di G. Supponiamo infatti, ciò che 
nulla toglie alla generalità, che p contenga il punto a: = 0; e si 
consideri entro p una piccola area circolare g di raggio t, il cui 
centro sia il punto x = 0. Io dico che in g esiste almeno un 
punto lasciato fisso da una trasformazione non identica di G. Sup- 
poniamo che ciò non sia. Sia g' un' area circolare, interna e con- 
centrica a gf di raggio t' (< x). Esisteranno, per ipotesi, in G delle 

trasformazioni x' = ^~l^ ^^® porteranno un punto x = b 

di g C^\ K"^) i^ ^n «-It-ro punto x = z' di j' ( | e' j < x'). Sia T 
una di esse. I due punti a; = X, a; = [i (distinti o coincidenti) 
lasciati fissi dalla nostra trasformazione T, dovrebbero essere 
estemi a gr e quindi dovrebbe essere | À | > x, | [x | > x. Troviamo 
facilmente (in virtù della equazione t =^ a ^ ^ ^®^ fatto che 
x= --Y ? soltanto se x = X, o se x r=: ii) a: 3: v: 5 =^ e e' — 

f X-\-S ' r/ r I 

— e' (X 4" 1^) + ^ 1^ • ^ M" (^' — ^) • ^ — e' : e e' — e (X + 1^) ^- ^ M" 
Facciamo ora tendere x, e quindi anche e, e' a zero, ricordando 
che j X I > X, I |Ji I > X. Dalle uguaglianze precedenti si trae che 

g , I , I tendono rispettivamente il primo a 1, gli altri due a 0. 

La trasformazione T diverrebbe infinitesima, ciò eh' è assurdo, 
perchè G^ è p. d. t. i. Dunque in gr, e quindi in ogni pezzo dì w 
esiste qualche punto lanciato fisso da una trasformazione di G. 
Dimostreremo ora che G non è pr, dis. in alcuna regione di tc. 
Infatti, se G non è pr. dis. nell'intorno di un punto A, non è 
neppure pr. dis. nell'intorno di ogni punto equivalente ad A, 
Basterà dunque dimostrare che ogni punto generico di tt pos- 
siede in (0 almeno un punto equivalente. Se in g esiste un punto 
Ay che sia lasciato fisso da una trasformazione T non ellittica 
di G, allora ogni punto di tu (che non coincida col secondo punto 
di TU, lasciato fisso da T) sarà trasformato dalla T^ (p intero 
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positivo o negativo sufficientemente grande) in un punto yl', 
vicino quanto si vuole ad Ay e perciò interno a gr e quindi an- 
che a 0). Per dimostrare che un punto generico di tc è equiva- 
lente ad almeno un punto di o), ci basta dunque esaminare il 
caso che le infinite trasformazioni di G, le quali lasciano fisso 
un punto di g sono tutte ellittiche. Sia :r = e il punto, interno 

a o, lasciato fisso da una di queste trasformazioni x =^ — -"T-^ 
(a S — 3 r = !)• Sarà , e ; :^ x, y e^ -f (5 — a) e = p. Quindi 

La nostra trasformazione è ellittica per ipotesi ; quindi a -|- 8 
è reale, e in valore assoluto minore di 2. Quindi 

(18) j |aj^|a4-5| + j5i^2 + i8 , 

cosicché 

(19) i {i I < I Y ' t2 + 2 t + 2 T 51, 

(20) ,a5 =!fir + i;^'fir, + i^i+ r/^* + 2T ri-4-2t ^z. 

Dalle (18) e (20) si trae: 
(21) I5*^[iai + 2]'5^2(l + 'c r) 5 , + (1 + i^ y ,' + 2 t y ), 
ossia 
(21)' [ 5 .- (1 t- r r ' )]' ^ 2 (1 + t r ' )*. 

Supponiamo ora che y ' resti inferiore a una costante finita. 
Dalle (21) si trae che anche 5 resterà inferiore a una costante 
finita; e altrettanto per la (19) accadrà di i fi e per le (18) di a . 
Il gruppo G p. d. t. i. conterrebbe infinite trasformazioni, i cui 
coefficienti sono in valore assoluto minori di una costante finita: 
ciò, che è assurdo (teor. I del § 19, pag. 121). Dunque ! y I non si 
può conservare inferiore a una costante finita. Ma la distanza X dei 
due punti lasciati fissi dalla nostra trasformazione (distanza calco- 
lata con la metrica euclidea) è data dalla: X* = ^yJ—J-^- ^ — -, 
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Quindi X si può rendere piccolo a piacere. Cosicché tra le infi- 
nite trasformazioni ellittiche di G, che lasciano fisso almeno un 
punto A, interno a gr, ve ne sono di quelle, che lasciano fisso un 
altro punto A', vicino a piacere al punto A, e quindi interno 
a 0). In (D, e quindi anche in ogni pezzo di co, si potranno tro- 
vare due punti A, A vicini a piacere, lasciati fissi da una stessa 

trasformazione ellittica T di 6r. 

ì 

Sia r il gruppo ciclico generato dalla T (che sarà un sot- 
togruppo di G\ Sia L un arco di cerchio, congiungente Ay il'; 
e siano L', U gli archi di cerchio, trasformati di L per le T, T~^. 
Tanto la regione limitata da X, L', quanto la regione limitata 
da i', U sono campi fondamentali per F. E, notiamolo, una di 
esse è interna al cerchio, cui appartiene L. Se dunque -4, A sono 
abbastanza vicini, e scegliamo il cerchio, cui appartiene L, ab- 
stanza piccolo, il gruppo F avrà un campo fondamentale tutto 
interno a co. Perciò ogni punto di 7t sarà equivalente a un punto 
di co rispetto al gruppo F, e quindi anche rispetto al gruppo G. 
Quindi G non è pr. dis. nell' intorno di un punto qualunque di tu. 

Se dunque invece in tc esiste una regione, in cui G è pr. dis., 
il gruppo G sarà pr. dis. in ogni regione di tx,, 

e. d, d. 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè G sia pr, dis. in un 
pezzo di n e quindi anche in tutto tt, è che un suo cambio fond-a- 
mentale P in K abbia almeno una faccia su Q; in tal caso ogni 
altro poliedro fondamentale (equivalente a P) aera almeno una 
faccia su Q. Tutte queste faccie riempiranno tutta la superficie Q, 
escludi al più dei punti eccezionali, che non possono però coprire 
alcun pezzo (a due dimensioni) di Q. 

L'insieme I delle faccie, che un poliedro fondamentale Ko di 
G ha su Q, costituisce un campo fondamentale a uno o più 
pezzi di G sulla Q: inquantochè ogni punto non eccezionale A 
di Q ha uno e un solo punto equivalente A appartenente a 7. 
Infatti, se A appartiene a una faccia del campo fondamentale if,, 
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la trasformazione di G, che porta Kt in ^o, porta A in un punto 

appartenente a /. 

I punti di TT, a cui corrispondono su Q dei punti apparte- 
nenti a 7, riempiranno uno o più poligoni, il cui insieme T si 
potrà considerare come campo fondamentale (a uno o più pezzi) 
di O su 7C. Ora se il poliedro K^ ha un numero finito di faccie, 
che si estendano all' infinito, ogni faccia di I sarà limitata da 
linee intersezioni di Q coi piani limitanti Kq. Ma le sezioni piane 
di Q hanno su tu per immagine dei cerchi. Quindi: Se U poliedro 
fondamentale di G ha un numero finito di faccie che si estendano 
aW infinito, il campo fondamentale di G su Q è formato da un 
numero finito di poligoni a lati circolari. Tale conclusione non è 
più senz'altro legittima in generale quando il poliedro sia ad 
infinite faccie (*). 

Dimostreremo ora che i punti di tc, eccezionali per un gruppo 
kleiniano G (cfr. più sopra), o sono in numero minore o uguale a 
2, sono in numero infinito. Infatti una trasformazione di G deve 
naturalmente portare un punto eccezionale in un altro punto 
eccezionale, e quindi non può che permutare tra loro i punti 
eccezionali. Se questi punti sono in numero h finito, le loro 
permutazioni sono pure in numero finito; e poiché G contiene 
infinite trasformazioni, esisteranno in G due trasformazioni 
distinte T,, T^, che permutano nello stesso modo gli h punti ec- 
cezionali. La trasformazione non identica T = T^ TV* di G la- 
scierà fissi ciascuno degli h punti eccezionali : e poiché nessuna 
trasformazione non identica di G può lasciar fissi più di 2 punti 
di TT, sarà A ^ 2, 

e. d. d. 



(•) Poiché data ima curva arbitraria su Q è sempre possibile trovare 
un poliedro ad infinite faccie tale che i punti della curva siano punti di 
condensazione di punti delle faccie del poliedro. Debbo questa osserva- 
zione al mio amico Eugenio Levi. 
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§ 31. — Beti di oampi fondamentali. 

Noi ci volgiamo allo studio della distribuzione dei campi 
fondamentali di un gruppo kleiniano G pr. dis. nel piano re della 
corrispondente variabile complessa x> Questi campi riempiranno 
tutto 7C, esclusi soltanto alcuni punti singolari, che non possono 
però formare un insieme denso in una regione, per quanto pic- 
cola, di 7C. Per studiarne la distribuzione in n noi faremo alcune 
ipotesi restrittive, supponendo finito il numero di alcuni enti 
(linee, poligoni, ecc.), che incontreremo nella nostra discussione. 
Alcune dimostrazioni acquistano cosi maggior semplicità; altre 
invece diventano rigorose, soltanto in virtù delle nostre ipotesi. 
Lascieremo senz'altro al lettore di riconoscere quale delle at- 
tuali dimostrazioni valga in generale. 

Noi supporremo che un poliedro fondamentale Kq per G abbia 
sulla quadri ca assoluto Q un numero finito di faccie, ciascuna 
delle quali abbia un numero finito di lati. Se queste condizioni 
sono soddisfatte per un particolare poliedro fondamentale, esse 
saranno soddisfatte per ogni altro poliedro fondamentale. Sia v 
il numero delle faccie di Kq KuUa Q, e siano i?o, i^'o, ....ji^o"""*^ i 
corrispondenti poligoni sul piano tu della variabile complessa x ; 
per le nostre ipotesi questi poligoni (§ 30, pag. 202) saranno a 
lati circolari; e la regione 

sarà un campo fondamentale per (? in tu. I lati di questi poli- 
goni saranno a due a due equivalenti rispetto a 6r (§ 24, pag. 148). 
Dimostreremo che si può, sostituendo a uno di questi poligoni 
un poligono equivalente, fare in modo che il campo fondamen- 
tale consti di un nùmero finito di poligoni, tali che un lato di 
uno di questi poligoni sia equivalente a un lato dello stesso 
poligono. Ove infatti ciò non accadesse già per i poligoni poj 
Po ecc., si potrebbe trovare un lato l di uno di questi poligoni, 
p. es. di poj che fosse equivalente a un lato V di un altro poli- 
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gono pj'\ La trasformazione di G, che porta t in l, porterà p^^^ 
in un poligono pf^ adiacente a p^. E, se noi nel sistema F dei 
poligoni p sostituiamo a joj*^ il poligono p^^\ otterremo ancora un 
sistema di poligoni, che si può considerare come campo fonda- 
mentale di G in TT, Siccome però i poligoni p[''\ p^ formano, uniti 
insieme, un unico poligono connesso, il nuovo sistema di poli- 
goni conterrà soli v — 1 poligoni distinti. Se un lato di uno di 
questi poligoni è equivalente a un lato di un altro di questi 
stessi poligoni, noi potremo ripetere il precedente ragionamento. 
Così continuando, noi otterremo in fine un sistema di poligoni 
Vo, r'o, . . . . , rJ/*~*\ il quale è un campo fondamentale (non con- 
nesso se |x > 1) per il gruppo G, il quale soddisfa alle condi- 
zioni volute. Applichiamo ora al sistema di questi [i poligoni 
tutte le trasformazioni di 6r. Otterremo nuovi sistemi di poli- 
goni r», r\, . . . ., ri**"*^ (A = 1, 2, 3 ), i quali riempiranno tutto 

n (esclusi al più i punti singolari). I poligoni r^'^ formeranno 
uno o più sistemi, o, come si suol dire, una o più reti R^^ di 
poligoni, tali che da un poligono della rete si possa passare a 
ogni altro poligono della rete stessa, attraversando un numero 
finito di poligoni della stessa rete, e senza attraversare alcun 
vertice dei poligoni stessi. Indicheremo queste reti, che potranno 
essere in numero finito o infinito, con Ri\ Ii['\ i?^*^ .... (*). Tutte le 
reti -Ri'^ (i =: 1, 2, . . . ., |x — i) (« = 1, 2, . . . .) copriranno tutto 
il piano t:, (eccettuati i punti eccezionali). Se R/^ è una delle 
reti precedenti, noi indicheremo con Gi*^ quel sottogruppo di G, 
che trasforma 7^i'^ in sé stessa. Osserviamo che, se a un gruppo 
kleiniano G pr. dis. corrisponde una sola rete, è [x = 1 (si noti 



(•) Si noti che da (inetta definizione segue che da un poligono di una 
rete i?^'^ non si può passare a un poligono di una rete F[P {h ^1c), attra- 
versando un numero finito di poligoni r, a due a due mliacenti. E altret- 
tivnto avviene per due poligoni r^*\ r^'\ appartenenti a due reti ^*\ R^^ 
(* + j)f perchè un lato in un |K>ligono r^*^ , non è mai equivalente a un 
lato di un poligono r'^^ . 
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però che, pure essendo (x = 1, al gruppo G possono benissimo 
corrispondere più reti). Se a un gruppo kleiniano corrispondono 
due reti, allora [x r^ 1, oppure [x = 2. Queste due reti occupe- 
ranno su n due regioni distinte, separate da un insieme perfetto 
di punti, non denso in alcuna regione di tc, che è tutto formato 
di punti singolari per G (*) e che noi diremo costituire la linea 
limite, o la linea singolare di G. (Un caso particolare di questa 
specie è p. es. quello dei gruppi fuchsiani, quando il cerchio li- 
mite C è luogo di punti singolari) (§ 30, pag. 196). In un intomo 
a di un punto qualunque A della L il gruppo G non è pr. dis. 
In a esistono quindi (§ 30, pag. 199) infiniti punti lasciati fissi 
da una qualche trasformazione di G, Nell'intorno di un punto B 
lasciato fisso da una trasformazione iperbolica o lossodromica T 
di G{**), esistono infiniti punti equivalenti rispetto al gruppo 
ciclico generato da T, e quindi anche rispetto a G. Il punto B 
non può quindi essere interno alle due reti e quindi appartiene a L, 
Ora (t, neir intorno a di A, non è pr. dis. Quindi (§ 30, pag. 197, 
teor. 4) in esso esistono infiniti punti equivalenti al punto B 
testé citato. Ma un punto B, equivalente a J5, è un punto lasciato 
fisso da una trasformazione T' di G simile alla trasformazione Jl 
Quindi T è pure iperbolica o lossodromica ; e H giace quindi 
su L. 

In ogni tratto di L esistono dunque infiniti puìiti, lasciati fissi 
da una trasformazione iperbolica o lossodromica di G, In altre 
parole: i punti lasciati fissi da una trasformazione iperbolica o 
lossodromica di G formano un insieme ovunque denso su L. Sia 
ora V una trasformazione lossodromica di G, che lascia fisso il 



(*) Infatti questi punti sono punti limiti di infiniti poliedri normali; 
e, per quanto si è già osservato, in ogni loro intorno il gruppo G non 
può essere pr. dis. (cfr. $ 30, pag. 197). 

(• •) Se non esistesse alcun punto B siffatto, il gruppo G rientrerebbe 
tra i gruppi, di cui abbiamo fatto cenno al $ 30, pag. 189. Esso dunque, 
o sarebbe fuchsiano, o possederebbe un numero finito di punti singolari, 
e quindi un' unica rete di campi fondamentali. 
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punto D di L. Potremo supporre che D sia il punto x = 0, e 
che V sia una trasformazione del tipo od =^Tc e*^ x {k, 8 costanti 
reali). Le potenze positive o negative di V (a seconda che A < 1 
o ft > 1) portano ogni altro punto C di ti in altri punti C\ C\ . . ., 
i cui moduli tendono zero, mentre i loro argomenti differiscono 
l'uno dall'altro precisamente di 9. I punti C\ C", .... sono, per 
così dire, disposti a spirale intorno al punto Z>, lasciato fisso da W 
Ora L è trasformata in sé stessa da ogni trasformazione di G, 
e quindi anche dalla F. Quindi la L è avvolta, diremo così, a 
spirale attorno al punto A. Se dunque O h proprio un gruppo 
kleiniano, e quindi contiene trasformazioni lossodromiche, in ogni 
intorno di L esisteranno infiniti punti, attorno ai quali L è av- 
volta a spirale. Tanto basta per poter asserire che L non è una 
linea analitica, ossia che V unico caso, in cui un gruppo G am- 
metta due reti, divise da una linea analitica, è quello in cui G è 
fuchsìano, e questa linea è una retta o un cerchio. 

Nel caso di gruppi kleiniani con più di due reti si può an- 
cora dimostrare in modo analogo che il luogo dei punti singo- 
lari forma una linea non analitica. 

Osservazione. — Come, quando si parla di un gruppo fuch- 
siano G, si ammette che la linea limite divida il piano in due 
regioni, ciascuna delle quali è trasformata in se stessa da (r, 
cosi più avanti, nelle applicazioni analitiche dei gruppi kleiniani, 
ammetteremo sempre, quando diremo ohe N è una rete di campi 
fondamentali di un gruppo kleiniano G, che il gruppo G tras- 
forma A^ in se stessa. Che, se cosi non fosse, noi ci limiteremo 
alla considerazione di quel sottogruppo di G, che trasforma N 
in se stessa. 

§ 32. — I vertioi dei campi fondamentali. 

Sia G un gruppo fuchsiano su una variabile complessa or; 
e sia L il cerchio o la retta reale del piano n di questa varia- 
bile, che il gruppo G trasforma in se stesso. Siano jBj, R^ le due 
regioni, in cui L divide tc, ed jBj sia la regione intema alla i. 
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Un campo fondamentale normale per G avrà (§ 30, pag. 194) 
per immagine su tc due poligoni, jKJ*), E!;^ trasformati l'uno del- 
l'altro nell'inversione per raggi rettori reciproci definita da L, 
e i cui lati sono rette o cerchi ortogonali a Z, oppure sono pezzi 
di L comuni all' uno e all' altro dei due poligoni. Se esistono dei 
lati di quest' ultima specie, i due poligoni formeranno un unico 
poligono connesso, che sarà un campo fondamentale Ko di G 
in «; se invece tali lati non esistono, i poligoni A^J*\ K^^ saranno 
campi distinti ; e daranno origine a due reti di poligoni affatto 
distinte^ separate da L, Se i lati e quindi anche i vertici di IQ^^ 
Ji5*^ sono in numero infinito, i punti limiti di questi vertici 
giaceranno naturalmente su L, e potranno anche essere essi stessi 
vertici (non isolati) di XJ'^, A^J*\ Noi volgeremo ora la nostra at- 
tenzione ai vertici isolati di Ki^^^ K^^K Noi studieremo i vertici 
di -KJ*^: i vertici di Ji^*^ si studieranno in modo perfettamente 
simile. I vertici isolati di K^^^ si sogliono distinguere in acciden- 
tali, o non accidentali, secondo che essi non sono oppure sono 
lasciati fissi da qualche trasformazione non identica di G. I ver- 
tici non accidentali si distinguono a lor volta in due specie, 
secondo che essi giacciono, oppure non giacciono sulla linea L, 

Prima di esaminare una dopo l'altra tutte queste categorie 
di vertici, faremo un' osservazione generale. 

I lati di un poligono fondamentale K sono (§ 24, pag. 148) 
a due a due equivalenti rispetto a G. Potrà anche avvenire che 
un lato di iT corrisponda a se stesso; vuol dire che in tal caso 
esiste in p una trasformazione non identica T che muta un tal 
lato in sé stesso. La T possiederà su questo lato un punto fisso 
A, che dividerà l in due pezzi l\ V e sarà a periodo 2. I punti 
di V saranno da T (o da T"*) portati nei punti di V\ Noi con- 
sidereremo, per semplicità, V ed V come due lati distinti di K, 
ed A come un vertice di K. 

La corrispondenza così stabilita tra i lati porta a una cor- 
rispondenza tra i vertici di K, Sia p. es. A un vertice di K ed Z, 
uno dei lati di K uscenti da -4. Il gruppo G porterà \ in un lato 
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equivalente Z^, e il punto A in uno dei vertici posti su Zg, per 
es. nel vertice B. Sia l^ l'altro lato di K uscente da B: esso 
sarà equivalente a un lato l^ di K, Il punto B sarà equivalente 
a un vertice C di K^ posto su Z^, e che potrà essere distinto 
da A. Otterremo cosi dei vertici A, ByC, . . . . equivalenti tra 
loro. Noi diremo che essi formano un ciclo. Naturalmente può 
accadere che un ciclo di vertici contenga un solo vertice A: 
questo avverrà quando i due lati Zj, h di K concorrenti in A 
sono tra di loro equivalenti. 

Vertici di uno stesso ciclo sono contemporaneamente acci- 
dentali, o non accidentali, posti o non posti sulla linea L. 

1. Vertici non accidentali posti su L. — E facile vedere che 
una trasformazione T non identica di G, che trasformi in sé 
stesso un vertice A posto su L, non può essere iperbolica. Infatti 
il sottogruppo ciclico F, generato da una trasformazione iperbo- 
lica V di Gj ha per campo fondamentale normale P di centro Co 
la regione limitata dalle geodetiche equidistanti dal punto Co e 
dai punti trasformati di Co rispettivamente per le F, V~\ E 
.questo campo fondamentale non contiene né all'interno, né sul 
contorno i punti lasciati fissi dalla V. Essendo F sottogruppo 
di Gy iJ campo fondamentale per G di centro Co è tutto intemo 
a P. A fortiori vale dunque il nostro teorema. Quindi: 

Un vertice non accidentale, posto su L, è lasciato fisso da un 
sottogruppo ciclico di G, generato da una trasformazione parabo- 
lica di G (*). 

Dimostreremo ora un teorema, che si può considerare come 
reciproco del teorema precedente. 

Se A è un punto del cerchio limite Cj lasciato fisso da una 
trasformazione parabolica T del gruppo fuchsiano G, allora un 
poligono fondamentale normale ha almeno un vertice nel punto A, 
in un punto equivalente. Se infatti A non fosse vertice di alcun 
poligono fondamentale, esso dovrebbe essere punto limite di po- 



(*) Una trasformazione ellittica di G non lascia fisso alcun punto di L* 
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ligoni fondamentali non equivalenti rispetto, al gruppo ciclico F 
generato da T, perchè ogni punto, interno a G, per quanto vi- 
cino ad A, appartiene almeno a un poligono fondamentale. Noi 
potremmo dunque trovare entro L infiniti punti Do, D^, Z), . . . . 
aventi per limite il punto A (*) equivalenti rispetto a G^, ma non 
equivalenti rispetto a F. 

Formiamo un campo fondamentale P normale per il gruppo 
ciclico F. Esso sarà limitato da due geodetiche uscenti da A, 
ossia da due cerchi tangenti fra loro nel punto A, e normali in 
Aa L. Ogni punto D sarà equivalente a un punto di P rispetto 
a F, e quindi (poiché F è sottogruppo di (?) anche rispetto a G. 
Potremo dunque supporre che i punti D siano tutti interni a P. 

Per semplicità rappresentiamo, con una trasformazione lineare 
sulla X, (§ 22, pag. 137) la regione intema a L sul semipiano 
positivo tu' di una variabile complessa^ che ancora indicheremo 
con X, in modo che il cerchio L sia rappresentato sulF asse reale 
r di tu', le geodetiche uscenti da A abbiano per immagine le rette 
normali a r e il punto D© abbia per immagine il punto x = i. 
Come sappiamo, il gruppo G sarà mutato in un gruppo simile, 
le cui trasformazioni hanno coefficienti reali. Il campo P avrà 
per immagine una striscia limitata da r e da due rette normali 
a r. I punti D avranno per immagine dei punti equivalenti di 
questa striscia Eo, E^y E^,,,.^ la cui distanza da r cresce in- 
definitamente (perchè i punti D hanno A per punto limite). 
Ora tutti questi punti devono essere trasformati del punto (Eo) 
X = i per una trasformazione di G. Noi dimostreremo, con un 
ragionamento dovuto al Fricke, che ciò è assurdo. Sia infatti 

x' = ?l^^P' (a„ p„ Y„ 8| costanti reali legate dalla oc, S, — P< Y< =" 1) 

quella trasformazione Ti di G che porta Eq in JEf,. Indichiamo 



(*) Questa asserzione si dimostra nello stesso modo, con cui nel $ 30 
abbiamo dimostrato T asserzione analoga per i poliedri fondamentali di 
un gruppo kleinìano. 
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con Xi il valore di a? in -E|. Sarà evidentemente: 



yJ + ^ ^ tTR!' 

Ma per ipotesi i punti E^ si allontanano indefinitamente da 
r; potremo dunque trovare, tra le precedenti, una trasformazio- 
ne Ti tale che yj + 8J, e quindi anche y*? 8, siano minori in va- 
lore assoluto di una costante positiva e piccola a piacere. Ora 
la trasformazione parabolica T, che lascia fisso il punto -4, sarà 
nella nuova rappresentazione di G definita da una equazione 
del tipo OJ' = a; + ^ (a = costante reale). 

La trasformazione 7^' T Ti (che pure appartiene a (?) è defi- 
nita dalla: 

^ ^ (1 + yAa)cD +S!a 
— 'fiax-{-(l — fAà)' 

Ricordando che Yo 5< si possono rendere piccoli a piacere, si ri- 
conosce subito che questa trasformazione è infinitesima. H gruppo 
O conterrebbe dunque trasformazioni infinitesime, ciò che è as- 
surdo. Dunque il punto A è vertice di almeno uno e quindi di 
infiniti campi fondamentali: e ogni campo fondamentale avrà 
quindi per vertice o il punto A, o un punto equivalente. 
Possiamo completare questi risultati, dimostrando che : 
Se i poligoni fondamentali, che G ha in tc, formano due reti 
distinte, e sé un campo fondamentale per G entro L ha un nu- 
fnero finito di vertici^ ogni vertice, che un tale campo ha sulla 
linea L, non è accidentale. 

Infatti, se un tal vertice A fosse un vertice accidentale, esso 
formerebbe parte di un ciclo di più vertici -4, il', ... ., A^^^ tutti 
equivalenti tra loro. Uno dei lati uscenti da A, p. es. l^, sarebbe 
equivalente a un lato l\ uscente da A'; l'altro lato T, uscente 
da A sarebbe equivalente a un lato V\ uscente da A' e così 
via fino a che avremo un lato Vjf^ uscente da A^'*'^ equivalente al 
secondo lato l^ uscente da A. La trasformazione di G che porta 
l\ in Zg porta p in un nuovo poligono p' adiacente a p lungo l^ 
e avente ancora per vertice A. Indicheremo cpn X'^. l'altro lato 
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di p' uscente da A^ che sarà il trasformato di l\ e che quindi 
sarà equivalente a V\. La trasformasione di G che porta V\ in 
X^y porterà p in un nuovo poligono p'\ adiacente a p' lungo X^ 
e avente per vertice A, Cosi continuando giungeremo in fine a 
un poligono equivalente a p, avente per vertice -4 e di cui un 
lato X è equivalente a Vjf^ e quindi anche a l^. Questo lato X non 
può coincidere con l^: infatti se ciò fosse i successivi poligoni 

PfP\p" 9 ^^^ ^^^^ disposti l'uno accanto all'altro, e che 

hanno A per vertice comune^ sarebbero tali che ogni raggio 
uscente da A dovrebbe penetrare entro uno di questi poligoni, 
o far parte del suo contorno: ossia, per esprimermi grossola* 
namente, questi poligoni coprirebbero almeno una volta l'in- 
torno di A. Ma ciò è assurdo, perchè questi poligoni devono 
essere per ipotesi tutti interni a Z, e non possono uscire dalla 
regione limitata da questa linea. Quindi la trasformazione di O, 
che porta l^ in X, e che naturalmente deve trasformare A in sé 
stesso^ non può essere l'identità. A non è dunque un vertice ac- 
cidentale. 

e. d, de 

Osserviamo ancora che, se -4 è un vertice posto su L, e se 
esso forma un ciclo a un solo vertice, allora i lati Zj, l^ concor- 
^ renti in A sono trasformati l'uno dell'altro da una trasforma- 
zione parabolica di (?. Essi sono tangenti tra loro in A, ossia 
formano un angolo euclideo nuUo. Altrettanto avviene se A fa 
parte di un ciclo a più termini. Ne viene dunque che, se i pò* 
tigoni fondamentali di G in n formano due reti distinte, e se uno 
(e quindi ognuno) di essi ha un numero finito di lati, allora la 
somma degli angoli (euclidei) di un tal poligono in un ciclo di 
vertici posti su L è uguale a zero. 

Vestici non accidentali interni a L. — Un tale vertice A 
sarà lasciato fisso da un sottogruppo ciclico di G, generato da 
una trasformazione ellittica T di G. 

Viceversa sia U una qualsiasi trasformazione ellittica di G; 
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e sia il punto lasciato fisso dalla U entro L. Io dico che ogni 
campo fondamentale per O entro L ha almeno un vertice non acciden- 
tale in un punto equivalente ad 0. Infatti ogni punto equivalente 
ad è lasciato fisso da una qualche trasformazione ellittica di G] 
e in un suo intorno, piccolo a piacere, esistono quindi almeno due 
punti distinti equivalenti. Ora in un qualsiasi campo fondamen- 
tale ir esiste almeno un punto A equivalente a un tale punto 0; 
e, per quanto sappiamo, esso non potrà essere interno a JT, ma 
dovrà cadere sul contomo di K. Esso potrà o essere un vertice di 
K nel senso proprio della parola, oppure esistere su un lato di 
K: ma io dico che in quest'ultimo caso, A è ancora un vertice 
di JT, quando si estenda nel modo esposto più sopra (pag. 207), 
il significato della parola: vertice (di un campo fondamentale). E 
infatti, se A giace su un lato l di K^ la trasformazione ellittica 
di O, che ha A per punto fisso, deve trasformare Mn un cerchio 
passante per A^ e non attraversante K, Esso deve quindi tras- 
formare l in se stesso. Dunque l è diviso da A (cfr. a pag. 207) 
in due pezzi T, V equivalenti rispetto a ff, e che quindi si de- 
vono considerare come lati distinti di JST, mentre A si deve con- 
siderare come un vertice. 

Sia ora A un vertice non accidentale di un campo fonda- 
mentale di G, interno alla L. E sia (§ 30, pag. 189) n Perdine 
del sottogruppo F ciclico di (7, che lascia fisso A. Il gruppo F 
sarà generato da una trasformazione ellittica T di periodo n. 
Un cerchio l ortogonale a L (geodetica) uscente da A^ e il cer- 

ehio V trasformato per la T formeranno un angolo -— ; il cer- 
chio Z e un qualsiasi cerchio equivalente rispetto a F formeranno 
un angolo multiplo di — . Se dunque A costituisce da solo un 
ciclo di vertici, e quindi i due lati uscenti da A sono equiva- 

27C 

lenti rispetto a jT, questi due lati formano tra di loro l'angolo — . 

Se invece A fa parte di un ciclo di più vertici, siano -4', A"^ 

. . . . , A^'*^ gli altri vertici del ciclo. Per fissare le idee supporremo 

V «■ 1; metodo e risultati sono generali. I lati Z^, l^ uscenti da A 
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saranno rispettivamente equivalenti ai lati l^, Z^ uscenti da A\ 
La trasformazione di G che porta A in -4, l^ in Z^, porterà Z4 in 
un cerchio l ortogonale a L, equivalente a l^, e quindi anche a l^. 
L'angolo che ha per lati /, l^, e che è attraversato da l^ è dun- 
que un multiplo di — ; poiché in esso non penetrano evidente- 
mente cerchi uscenti da A, ed equivalenti ad Zg, questo angolo 
sarà proprio uguale a — -. Questo angolo è la somma dell'an- 
golo A del nostro poligono, e dell'angolo li l che l^ forma con l) 
ma quest'angolo è evidentemente uguale all'angolo A' del no- 
stro poligono fondamentale, perchè i gruppi fuchsiani, essendo 
movimenti nella solita metrica iperbolica, mutano un angolo in 
un angolo uguale (*). Ne possiamo dunque dedurre : 

La somma degli angoli di un poligono fondamentale nei vertici 
di uno stesso ciclo non accidentalij e non posti su L è uguale a 

~, se n è il periodo della trasformazione ellittica T, che genera 

quel sottogruppo ciclico di F, che lascia fisso uno di questi vertici. 
Questo teorema, che vale anche per campi fondamentali non 
normali, ricorda il teorema sopra trovato per i vertici posti su 
Zr, per i quali evidentemente T è parabolica, e ha quindi un 
periodo » = 00. 

Vertici accidentali. — Abbiamo già visto che, almeno sotto 
certe ipotesi, (pag. 210) i vertici accidentali di un campo fonda- 
mentale per G sono tutti interni alla L, Noi ci limiteremo quindi 
allo studio di un ciclo di vertici accidentali interni a L. I vertici 
di un tale ciclo sono lasciati fissi soltanto dalla trasformazione, 
identica di G, la quale si può anche considerare come una tras- 
formazione ellittica di G di periodo w = 1. Ripetendo ragiona- 
menti affatto analoghi ai precedenti, troviamo che: 



(*) Notiamo che è indiflferente misurare questi angoli nella metrica 
euclidea, o nella solita metrica iperbolica, perchè questa metrica è rap- 
presentata eonfortnemente entra X. 
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La somma degli angoli di un campo fondamentale in un cido 
di vertici accidentali, interni a L^è uguale a 2 tt. 

Noteremo ancora che mentre ogni vertice* non accidentale di 
un campo fondamentale normale K di centro C è equivalente ad 
almeno un vertice di un altro campo fondamentale normale JT, 
qualunque sia il centro di questo nuovo campo, un vertice ac- 
cidentale di K può benissimo essere equivalente a un punto in- 
temo a K. Per questa ragione appunto, tali vertici hanno rice- 
vuto il nome di vertici accidentali. 

Cicli di vertici. — Il Fricke ha dimostrato, che, se il centro C 
del campo fondamentale normale iTo è un punto generico, ogni 
ciclo di vertici accidentali è un ciclo di tre vertici (*), mentre 
invece un ciclo di vertici non accidentali è un ciclo a un solo 
vertice. Noi ci accontenteremo di dimostrare l'ultima asserzione, 
i^pecialmente importante. 

Un ciclo non accidentale di vertici è (cfr. quanto abbiamo 
detto in questo paragrafo) formato tutto di vertici, ciascuno dei 
quali è lasciato fisso da una trasformazione non iperbolica del 
gruppo G, Viceversa, se Ao è un punto lasciato fisso da una 
trasformazione non iperbolica T di G, esiste in A.o almeno un 
vertice equivalente ad Ao> Supponiamo T ellittica. Il punto Ao 
4 posto a distanza non euclidea finita. Siano A^, ^^ . . . . i punti 
equivalenti ad Ao. Se Co è generico, le distanze da Co a due dei 
punti A sono sempre diverse; quindi, per definizione (§ 26), il 



(*) È evidente che un tale ciclo ha almeno tre vertici, perchè ogni 
caiit|>ii fondamentiile è conve8t»o, ossìa giace tutto da una 8te8»a banda di 
ciantellilo dei suoi lati (cfr. quanto si è detto al ^ 30, ptig. 196, per i poliedri 
foiubuk tentali di un gi'uppo kleiuiano) e quindi ha tutti gli angoli minori 
di un tmgolo piatto, mentre Li somma degli angoli di K in un ciclo di 
veiiici accidentali è uguale a due angoli piatti. 

T vortici di uno stesso ciclo, interni alla L, sono equidistanti, nella 
fliolìta metrica iperbolica, da C. Se un ciclo di vertici wcidentali fosse di 
4 vertìcf, il punto C sarebbe equidistante da questi quattro punti tra loro 
equivalenti. £ il Fuickk ha dimosti-ato (loc. cit., pag. 245) che un punto 
getierìi,'o non può essere equidistante da quattro punti equivalenti. 
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campo Kq non potrà avere più di un vertice equivalente ad Aq. 
Sia invece T una trasformazione parabolica. Il punto -4© giace 
sul cerchio limite Ly e sarà vertice, per quanto sappiamo^ di in- 
finiti campi K equivalenti a Ko> Basterà dimostrare che Ao forma 
da se solo in questi campi K un ciclo di vertici, o in altre pa- 
role che quei due lati di uno di questi campi K^ che escono da 
Ao^ sono tra loro equivalenti rispetto a T. Ricorriamo alla solita 
rappresentazione del gruppo G come gruppo trasformante in se 
un cerchio limite L. Il punto Ao giace su Lj e la trasformazione 
T trasforma in sé stesso, ogni cerchio Y tangente a i in -4o. 
E per quanto abbiamo detto a pag. 209 noi potremo trovare un 
tal cerchio y passante per un punto Ci equivalente a Co, in modo 
che entro di esso non esista alcun altro punto equivalente a Co. 
Se di più Co è generico, nessuna trasformazione di 6, che non 
sia una potenza di jT, potrà portare il punto d in un altro punto 
posto su Y (*)• H 'punto C, giacerà su Y tra due punti C, C tras- 
formati di Ci rispettivamente dalla T e dalla T~^» I punti, posti 
in un intorno abbastanza piccolo di Ao e compresi nella regione 
a limitata dalle due geodetiche g\ g" (cerchi taglianti ortogonal- 
mente la L) luogo dei punti equidistanti rispettivamente da d e 
(T' e da C, e C\ hanno evidentemente una distanza geodetica da C„ 
che è minore della distanza geodetica da essi a un altro punto 



(*) Supponiamo infatti clie per ogni punto Bi di un archetto e di y^ 
terminato al punto Ci , esista una trasformazione T* di O, che non sia 
ima potenza della T, e che porti B{ in un altro punto di y. Poiché i punti 
di e formano un insieme, che ha la potenza del continuo, e le trasforma- 
zioni di G formano un insieme numerabile, esisterebbe tra le considerate 
trasformazioni T di G almeno una trasformazione Ty che porta infiniti 
punti di 6 in punti di y. La T* dovrebbe dunque trasformare in sé stessa 
il cerchio y, e quindi lascierebbe fisso il punto ^o. La T sarebbe dimque 
una potenza di T contro l' ipotesi fatta. D* altra parte, almeno quando e 
é abbastanza piccolo, i punti di e non hanno alcun punto equivalente 
entro f, da ciò segue l'asserzione del testo. 
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qualunque C* equivalente a C( (*). Essi appartengono dunque 
tutti al campo fondamentale normale, che ha per centro Ci. Que- 
sto campo fondamentale ha dunque un vertice in Ao, e per lati 
uscenti da Aq ha proprio le geodetiche g\ g'\ trasformate Puna 
dell'altra mediante la T. Il punto Aq forma quindi da se solo in 
tale campo un ciclo di vertici. Altrettanto avverrà quindi in 
Ko di quel vertice di Zi,, che è equivalente ad -4©. 

Le precedenti considerazioni si possono estendere facilmente 
ai gruppi kleiniani, almeno per il caso che un poligono fonda- 
mentale K di un tale gruppo G abbia un numero finito di lati. 
Cosi p. es. si potrà dimostrare che nessun vertice di K può es- 
sere lasciato fisso da una trasformazione iperbolica, o lossodro- 
mica di G^ che i vertici di K^ posti sulla linea limite, o singolare, 
non possono essere accidentali, che la somma degli angoli di K 
in un ciclo di vertici è — , se w è l'ordine del sottogruppo ci- 
clico di G, che lascia fisso un vertice del ciclo. In particolare 
si deve porre w = 1, se i vertici del ciclo sono accidentali, n = o^, 
se i vertici del ciclo considerato sono lasciati fissi da una tras- 
formazione parabolica. 

§ 33. — Indice di una traiformasione. 

Siano Zo, ifi ... . campi fondamentali di un gruppo fuchsiano G. 
Nel § 24 abbiamo visto che, se Tj, T, . . . . sono le trasfor- 
mazioni che portano un campo Ko in un campo adiacente, quella 



(*) In una ragione perfett4i, interna a Ly non possono esisteit» infiniti 
punti equivalenti a Co} quindi potremo trovare un altro cerchio y' tan- 
;^fnte a L in Ao, e contenente y al suo interno, in gnisa che nella regione 
limitata da </', (/', y, y' non esistano punti equivalenti a Co. In altre pa- 
role i punti equivalenti a Co, non posti su y, sono estemi a y'. Ora è 
ben evidente che i punti posti in un intorno abbastanza piccolo di ^o 
hanno da d una distanza gemletica minore di quella, che essi hanno da 
qualunque punto esterno a y'. Ed è poi chiaro senz' altro che, se essi sono 
piasti nella regione compresa tra g' e g", la loro distanza da d è minore 
o uguale alla distauza da essi a un punto equivalente a Ci posto su y. 
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trasformazione U che porta Ko in un altro campo fondamentale 
Kg si può porre uguale al prodotto di s delle trasformazioni 
7\, Tj . . . ., se esistono 8 — 1 campi fondamentali /^fj, K^^ . . • . , K^_i 
tali che ognuno dei campi Kq K^ K^. . . . K,_i Ki (il primo e l'ul- 
timo esclusi) sia adiacente a quello che lo precede e a quello 
che lo segue. Queste trasformazioni T potranno anche non es- 
sere tutte distinte. Vediamo dunque che ogni trasformazione U 
di G si può scrivere sotto la forma: 

{A) U=T*iT^i.... T^o^ (k, -{- k^ -{-.... + ka = 8) 

dove le T,, T,, . . . . , Tg sono al solito trasformazioni che portano 
Ko in un campo adiacente, e kg, k^ , . . ., kg sono intieri ^o^'^tri 
(tutti nulli, solo se £/" = 1). Naturalmente accadrà che una tras- 
formazione U si può scrivere in infinite maniere sotto la forma 
precedente; cosicché la somma fc, -|- A;, + .... + *;<, non avrà un 
valore determinato, quando sia data la U. Ma, data la U, sarà 
determinato il valore più piccolo possibile, che può assumere la 
somma &< + fc, + • • • • + ^a* Questo valore (nullo, solo se 17 = 1) 
si dirà Vindice di U, 

E, per quanto abbiamo visto più sopra, possiamo concludere: 

Sia U la tra8formazione di G, che porta Ko in un nuoto 
campo Ki, e 8Ìano A, B due punti, V uno di Ko, V altro di A',. La U 
avrà un indice non maggiore di 8, se una linea X terminata ai 
punti A, B attraversa, oltre Ko, un numero s di campi fondamen- 
tali senza passare per alcun vertice dei campi K. 

Se A, B sono punti generici di A'©, A,, la geodetica -4 jB si 
può scegliere come linea X; e il numero s non può superare il 
numero dei lati della rete di campi K, che sono attraversati da X. 

Vogliamo ora mostrare una limitazione notevole per il nu- 
mero s. 

Supporremo dapprima che un campo fondamentale non ab- 
bia vertici a distanza infinita nella solita metrica iperbolica, in 
cui (? è un gruppo di movimenti. 

Otterremo una formola, che, con poche modificazioni, si pò- 
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irebbe anche dimostrare per i gruppi pr. dis. di movimenti in una 
metrica qualsiasi M, quando un loro campo fondamentale non abbia 
(ilcun punto sulla regione W (§ 26, pag. 152) singolare per M (la 
quale nel caso della metrica di Bólyai coincide appunto coi 
punti a distanza infinita) (*). 

Isoliamo ogni vertice V di Ko con un piccolo cerchio Y di cen- 
tro F e di raggio R (**). Sceglieremo R uguale per tutti i cer- 
chi Y e cosi piccolo, che questi cerchi non abbiano a due a due 
punti comuni. Per ipotesi i vertici sono tutti a distanza finita, 
e quindi non possono appartenere ad infiniti campi fondamentali. 
Siccome per l' ipotesi fatta i vertici di Ko sono in numero finito, 
Bsisterà un intero finito A, tale che ogni vertice appartiene a 
non più di h campi fondamentali. 

Esiste evidentemente un numero positivo |ji minore 

1. della distanza da j5 a un punto qualsiasi posto sul con- 
torno di AT,, o su uno dei cerchi y? 

' 2. della distanza da un punto di uno dei cerchi y a un punto 
posto su un altro dei cerchi y, 

3. di tutte le corde di un campo iT, (segmenti di geodetiche, 
congiungenti due punti del contorno di Ki posti su due lati 
distinti di A',), che non attraversano alcun cerchio y- 

Sia l la distanza geodetica J. jB; e la geodetica A B attra- 
versi^ oltre £o, s campi fondamentali. Io dico che si può trovare 
una costante a, tale che: 

(22) s^oLh 

Supponiamo dapprima che la geodetica A B non attraversi 
alcuno dei cerchi y. Segniamo i punti B^ in cui il segmento geode- 
tico AB h diviso dalle geodetiche, che separano un campo fonda- 
mentale dall'adiacente. Due consecutivi tra i punti B,, B apparten- 



(*) Cifr. la notii alla pag. seguente. 

(•*) Cerchio in una metrica a due dimensioni è il luogo dei punti; la 
cui distanza geodetica da un punto fisso O ha un valore costante K. lì 
punto O dicesi centro, la quantità B raggio del cerchio. 
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jgono a uno stesso campo fondamentale; se quel pezzo della geode- 
tica A B, che è terminato ad essi, non attraversa alcuno dei nostri 
cerchi, la lunghezza di questo pezzo è superiore o uguale a |Jk. 
La geodetica A B non può dunque contenere più di - di que- 
sti pezzi. Vale dunque la (22), ove si ponga a = - . 

Supponiamo ora che la geodetica J.JB incontri qualche cerchio y. 
H numero dei campi fondamentali, che la geodetica A B attraversa 
entro uno dei nostri cerchi, è per ipotesi inferiore ad A. Se la geo- 
detica A B attraversa p dei nostri cerchi, essa contiene p pezzi 
distinti, che vanno da J5 o da un punto dei nostri cerchi a un 
punto posto sopra un altro cerchio, e la cui lunghezza è perciò 
superiore a |i. Quindi il numero p soddisfa alla p^ -; e la no- 
stra geodetica non può attraversare entro i varii cerchi, da essa 
incontrati che al più — h campi fondamentali. 

Supponiamo ora cne lo i"*""* dei p -|- 1 segmenti, esterni ai 
cerchi f, che appartengono al segmento geodetico A B, attra- 
versi hi lati della rete di campi K. Se n è il numero dei va- 
lori dell' indice i, tali che A, = 0, il segmento A B conterrà 
» 4" ^ (*' — 1) = » + ^ ** — P segmenti parziali distinti, che 
sono corde di un campo K e non attraversano alcun cerchio y ; 
e, per quanto abbiamo detto per il caso precedente, sarà 

n+Sft,-p^^ SA.^p+^-^2Ì. 

In tutto dunque la nostra geodetica non può attraversare 

più di 1- - h campi fondamentali. Si può dunque in ogni 

2 h 
caso soddisfare alla (22), ponendo a = -}- . 

Quindi : V indice di una trasformazione che porta un punto A 

di Kq in un punto B è minore o uguale ad (xl, se l è la distanza 

geodetica A B (*). 



(*) Il teorema si estende fiurìliuente a metriche reali M qualsiasi a un 
qualunque uiunero di dimensioni, come abbiamo già detto. Si osserverà 
anzitutto : 
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Completeremo ora questo teorema per il caso che i campi 
fondamentali abbiano qualche vertice a distanza infinita: il me- 
todo che seguiremo non si può però sena' altro estendere a 
gruppi qualsiasi di movimenti. Mentre quindi il risultato pre- 
cedente vale in generale, noi ci accontenteremo, in quanto segue, 
di riferirci a gruppi fuchsiani 0. 



1. In virtù dell'ipotesi che un campo fondamentale non ha punti 
Bulla regione W singolare per ilf, esiste un intero h, tale che ogni punto 
ove M è regolare y non può appartenere a più di h campi fondamentali K 
(cfr. 5 25, osservaz. a pag. 156). 

2. Una trasformazione, che porti Ko in un campo, che con JTo ha al- 
meno un punto comune, si può scrìvere come prodotto di non più di h 
trasformazioni, scelte tra quelle trasformazioni T, che portano jKo in un 
campo adiacente. 

3. Se Bo^ ^,, ...., £« sono punti posti su una stessa geodetica, che si 
susseguono nelP ordine qui scritto, se ciascuno dei punti Bi appartiene a 
una faccia Ft della rete di campii K^ se le fiiccie Fo, -F,, . . . ., F^ non hanno 
alcun punto comune, esiste una costante |i, dipendente soltanto dalla rete 
di ciimpi K, a cui la distanza Bo B^ è superiore. Infatti, se sulle faccio 
Fi si potessero trovare infiniti sistemi di punti Bi , tali che lim Bo B» = 0, 
questi sistemi di punti avrebbero almeno un punto limite, il quale sareb- 
be punto comune a lo, jP,, ...., Fn . Poiché tutti i campi E sono congrui 
nella nostra metrica, è ben evidente potersi supporre che [i dipenda solo 
dalla nostra rete di campi fondamentali, e che [i sia anche minore della di- 
stanza da B a un punto del contomo del corrispondente campo K, 

Noi potremo indicare i punti comuni alla geodetica A B e alle faccio 
dei campi K con 

v/ll, Oh, • . . . C^r^y t/ji, C/jj, • • . . Cgr,, .... Cpij Vpij .... Opr , 

in guisa che questi punti si succedano proprio nell'ordine qui scritto, e 
che le faccie x>assanti per 6n, C^, ...., C^r^ abbiano comune un punto 
non posto sulla faccia i)as8ante per 6\^,,|. I p segmenti distinti 6Vi(7i 4-1,1, 

e Opx B sono maggiori di |a ; quindi p < — . Ma per la seconda delle tre 

osservazioni precedenti il jirodotto delle >< trasformazioni T corrispondenti 
ai punti Oixj Cn, ...., Cir^ si può scrivere come prodotto di non più che 
h delle stesse trasformiizioni 2\ L' indice della trasformazione, che porta 

A in jB, non può dunque su^ierare a i, se a = — . 
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Se i campi fondamentali hanno vertici a distanza infinita, 
allora, come sappiamo, il gruppo G contiene trasformazioni pa- 
raboliche e viceversa. Noi possiamo anzi supporre (§ 32, pag. 215) 
che ogni vertice A di un campo fondamentale a distanza non 
euclidea infinita (posto sul cerchio limite) costituisca da sé solo 
un ciclo, cosicché i due lati uscenti da A siano tra loro equiva- 
lenti rispetto alla trasformazione parabolica di O, che lascia 
fisso A. Tra le trasformazioni T,, che portano Ko in un campo 
adiacente, ve ne sono di paraboliche : anzi, (§ 32, pag. 208) ogni 
trasformazione parabolica di (? è trasformata, mediante una qual- 
che trasformazione di (?, di una trasformazione parabolica che 
porta Ko in un campo adiacente. 

Circondiamo, come sopra, tutti i vertici a distanza non eu- 
clidea finita mediante cerchi y di uno stesso raggio nella metrica 
di Bólyai; e tracciamo per ogni vertice V a distanza infinita 
(posto sul cerchio limite L) un piccolo cerchio euclideo 8 tan- 
gente in F a L. Supporremo scelti questi nuovi cerchi 8 in 
guisa tale che cerchi tangenti a L in vertici equivalenti siano 
pure equivalenti, e che tanto questi ultimi cerchi 8, quanto i 
cerchi precedenti y, posti a distanza non euclidea finita, non 
abbiano, presi a due a due, alcun punto comune. Ciò che è sem- 
pre possibile, se noi escluderemo il caso che un campo fondamen- 
tale abbia infiniti lati e quindi anche infiniti vertici. 

Sia ora A un punto generico del campo -K©, esterno a tutti 
i cerchietti da noi tracciati, e sia B un altro punto generico 
intemo a un campo ^„ ma esterno anch' esso agli stessi cer- 
chietti. La distanza geodetica A B sia uguale a Z. La geodetica 
A B attraverserà, oltre a -Ko, un certo numero s di campi fon- 
damentali. La trasformazione U dì G che porta ^o in K^ sarà 
uguale a un prodotto 

(Ay Z7 = r*i r^» .... r^ (fci + .... + A« = «) (ft, = interi positivi) 

dove le T sono trasformazioni (che portano Ko in campi adia- 
centi) distinte o no. Vindice di U sarà minore o uguale a s. 
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Un punto mobile N che si muova lungo la geodetica A B pas- 
serà 8 volte da un campo a un campo adiacente. Questi pa»' 
saggi sono di due specie: 

a) Il punto N attraversa una linea di divisione tra due campi 
fondamentali in un punto N' esterno a tutti i cerchi 8. H nu- 
mero di questi passaggi sarà indicato con s^-, e come sopra si 
dimostra che si può trovare una costante a tale che: 

; (22/ «1 < a Z. 

P) H punto N attraversa una linea di divisione in un punto 
^' interno a uno dei cerchi 8. Noi indicheremo con s^ il nu- 
mero di questi passaggi. Sarà chiaramente 

- ' (23) 8 = 8^ +v 

I due campi fondamentali adiacenti, sul cui contorno giace 
^' hanno evidentemente un vertice comune nel punto di con- 
tatto di 8 e L, e sono quindi trasformati l'uno nell'altro me- 
diante quella trasformazione parabolica di (r, che lascia fisso 
questo punto di contatto. E questa trasformazione parabolica 
sarà simile a una delle trasformazioni paraboliche^ che portano 
Ko in un campo adiacente. 

Ora ad ognuno dei punti -AT, ed a ognuno dei punti N'^ cor- 
risponde un fattore del prodotto 77/ T*^ . . . - Tf* ^ U. Eviden- 
temente le 82 trasformazioni, fattori del prodotto citato, che cor- 
rispondono ai punti N'\ sono tutte paraboliche, per quanto ab- 
biamo testé osservato. 

Se noi, in modo analogo a quanto facemmo più sopra, indi- 
chiamo con a una quantità non nulla inferiore alle distanze dal 
punto A (o da un punto posto sul contorno di uno dei cerchi 
y, 8) dai punti dei cerchi y, 8 (dai punti di un altro dei cerchi 
y, 8) è ben evidente che la geodetica A B non può attraversare 
più di — cerchi 8. Indichiamo con E, F ì due punti in cui la 
A B incontra un cerchio 8. Per le nostre ipotesi, B non può 
essere interno al segmento E F. Sia X la lunghezza di queir arco 
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finito di cerchio 5, che è terminato ai punti JB, F. Sia D il punto 
in cui S tocca L: questo punto sarà lasciato fisso da una trasfor- 
mazione parabolica T di G, e sarà vertice di infiniti campi fon- 
damentali. Indichiamo con 

• • • • fl^-8 fl^-j ^-i fl^o fl^i fl^» • • . . ; 

le infinite geodetiche uscenti da D, che servono di divisione tra 
questi campi fondamentali. H movimento T trasformerà in sé 
stesso il cerchio S e porterà una di queste geodetiche jr, nella 
successiva ^,^,. Quindi la lunghezza dell'arco di S, che è com- 
preso tra due geodetiche successive g^, gf,^.„ è costante (indipen- 
dente da i); noi indicheremo questa costante con e. Se il tratto 
di geodetica E F passa per s' punti N'^, ossia attraversa 8* geo- 
detiche Qi, altrettanto avverrà di quell'arco del cerchio 8, che è 
compreso tra E ed F, cosicché: s' — 1 ^ - . 

Le trasformazioni, che compariscono nel secondo membro 
della {A)\ corrispondenti a questi «' punti N", sono tutte identiche 
a una stessa trasformazione (simile a T) la quale comparirà in 
{Ay al più con un esponente 8. 

Dimostreremo più avanti che si può fissare il fattore di pro- 
porzionalità per l'elemento lineare della nostra metrica di Bó- 
lyai in guisa che la lunghezza L^ del segmento geodetico E F 
soddisfi alla disuguaglianza 

(24) i, > log X; 

ammesso ciò, per quanto precede sarà 

log(»'-l)<i, — loge. 

Se p è una costante maggiore di log 2 e tale che per tutti 
i cerchi 5 valga la ^ — log 2 > — log e, avremo che 

log«'<A + p. 

Ripetendo per tutti i cerchi 8 attraversati dalla geodetica 
A B le precedenti considerazioni^ e osservando che lei somma. 
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delle lunghezze L^ corrispondenti a tutti questi cerchi è mi- 
nore certamente di Z, avremo 

Slog«'<Z + «p, 

dove » è il numero dei cerchi 8, attraversati dalla geodetica 
A B. Si ha quindi: 

(26) n^i, 

(26)' Slog«'^Z(l + |). 

Dunque concludendo: Il prodotto, che comparisce nel secondo 
membro della (A)', è formato di due specie di fattori. La somma 
s^ degli esponenti relativi ai fattori di prima specie soddisfa alla 
(22/. / fattori di seconda specie sono tutti potenze di trasforma- 
zioni paraboliche, che portano Kq in un campo adiacente; essi sono 
in numero inferiore a -; e la somma dei logaritmi degli esponenti 
relativi soddisfa alla (26/. 

Ci basterà soltanto dimostrare la formula (24), che abbiamo 
provvisoriamente ammessa. Rappresentiamo perciò la metrica di 
Bólyai su un semipiano euclideo ti, su cui 5j >] sono coordinate 
cartesiane ortogonali, e tq > 0. Il punto D avrà per immagine 
un punto U della retta kj = 0, p. es. il punto J = yj = 0; 5 avrà 
per immagine un cerchio 8' tangente in U alla retta r^ = 0. 
L'equazione di 8' sarà dunque del tipo: 5* -j- (tj — a)* = a*. Po- 
tremo supporre la nostra rappresentazione fatta in modo tale 
che la geodetica E F sia una retta 5 == cost., la quale incontrerà 
8' in due punti E' ed F' di coordinate (5i, fìi) e (5i, iQ^) immagini 
di E, F. L'elemento lineare sarà (§ 10, pag. 60) 

d,« = A«lli±^* (A = coBt.). 

Noi potremo fissare il fattore h (finora indeterminato) ponendo 
A = 2. Le lunghezze non euclidee L^ e X sono uguali all'integrale 

Ids = 2 jy "'^ T ^^ , esteso rispettivamente al segmento E' F' 
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della retta E' F' e alFarco E' F del cerchio V E' r.H calcolo 
effettivo dimostra (poiché evidentemente 2 a = tq^ + ^Jg) 

da cui risulta immediatamente la (24)^Infatti, supposto per fis- 
sare le idee yj, > tj,, e, posto C = 1/ 1^'j si ha C > 1; e la (24) 
diventa 

4 log ^ > log 2 + log (C — J ) , ossia C* + 2 > 2 C*. 

Posto e = 1 + e? si ha e > e questa disuguaglianza diventa 
1 + e + 8e«-f 10e« + Be* + efi> 0, 
che è ben evidente perchè e > 0. 

f 34. - I gmppl di moTimeiitl p. d. t. I. nelle metriohe eUlttiohe 
ed euolldee, e I gruppi pr. die. di eimilitudini euolidee. 

Scopo di questo paragrafo è la determinazione di quei gruppi 
p. d. t. i. sulla variabile complessa x^ i quali o sono composti di 
un numero finito di trasformazioni^ o si possono considerare come 
gruppi pr. dis. di similitudini o di movimenti euclidei sul piano 
% della variabile x (§ 30). 

Comincieremo dai gruppi discontinui finiti. Noi abbiamo già 
visto al § 30 (pag. 187) che la ricerca di tali gruppi equivale 
alla ricerca dei gruppi p. d. t. i. di movimenti di una sfera eu- 
clidea J in sé stessa ; in quanto che, se noi proiettiamo stereo- 
graficamente coi procedimenti del § 10 (pag. Bl e seg.) i punti 
della sfera sui punti di un piano ic, tangente a J nell'origine, 
e in cui siano coordinate cartesiane ortogonali la parte reale e 
il coefficiente della parte immaginaria di a;, ogni gruppo p. d. t. i. 
di movimenti di J in se stessa individua un gruppo discontinuo 
finito di trasformazioni lineari sulla variabile x. E anzi con tale 
procedimento otteniamo tutti i gruppi discontinui finiti di tras- 
formazioni lineari sulla x. 
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Sia G uno dei nostri gruppi, e ne sia K un campo fonda- 
mentale normale sulla sfera </. Il poligono K abbia « = 2 g lati, 
a due a due equivalenti, n vertici non accidentali, che noi po- 
tremo supporre a due a due non equivalenti (§ 32, pag. 214), 
m cicli di vertici accidentali, ciascuno dei quali conterrà almeno 
tre vertici. I due lati uscenti da un vertice non accidentale 
saranno tra loro equivalenti, e non saranno equivalenti ad alcun 
altro lato di K. Se il gruppo O è ciclico, sarà 

(I) 8=1 2 « = 2 m = 0. 

In tutti gli altri casi sarà « > 2 ; e JT non potrà contenere 
due vèrtici -4, B non accidentali consecutivi, perchè altrimenti 
il lato A B dovrebbe essere equivalente ai due lati adiacenti ; 
ciò che è assurdo. 

H numero 2 q — n dei vertici accidentali è quindi non mi- 
nore di n, cosicché 

(a) m^l; 2g — n^n ossia n^q. 

H poligono K possiede almeno » + 3 ^ vertici ; e quindi 

(P) 2q:^n + 3m. 

I sottogruppi ciclici di (r, che lasciano fisso un vertice non 
accidentale di K abbiano rispettivamente i periodi Z,, Z,, ...., Z.. 

La somma degli angoli di K sarà uguale a2 7c(7ii-j-S /)• Ma, 
per noti teoremi della geometria elementare della sfera euclidea 
questa somma è maggiore di {s — 2) n. Quindi 

(t) rn + ij>q— 1. 

È poi evidentemente 

(8) Z, > 1 (» = 1, 2, , w) Ut interi). 

Dalle (P), (y) si ha: 

(e) s|>n + m-2. 
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Dalla (S) si deduce 

" 2 

Confrontando con (e) otteniamo: 

m <2 
e quindi per la (a) 

w = 1. 
La (y) diventa 

Donde, per la (^), si trae 

4 > 2 j — n. 

Ora 2 j — n è il numero dei vertici accidentali, il quale non 
è inferiore a 3 w = 3. H numero dei vertici accidentali è 
quindi proprio uguale a 3 : « vertici accidentali formano cioè un 
solo dclo a tre termini. Sarà dunque 2 g = n + 3 ; e quindi, per 
(a), 2 n ^ n -f- 3, w ^ 3. Il numero n può avere i soli valori 1, 2, 3. 
È impossibile ohe n = 1, perchè ogni trasformazione di G lascia 
fissi almeno due punti ; se fosse n = 2, tutte le trasformazioni 
di G lascierebbero fissi gli stessi due punti ; e noi ritorneremmo 
al caso già trattato di gruppi G ciclici. E dunque « == 3; e 
quindi 2q = n-\-3 = 6jq = 3. Ponendo in (f) ì valori trovati 
di q, m, », troviamo 

Ricordando che le Z< sono interi maggiori di 1, troviamo fa- 
cilmente che gli unici casi possibili sono 

h^h = 2; h ^ 2, 
l, = 2; Ì, = 3; ?, = 3, 

Zj = 2; Z, = 3; ?, = 6. 

Naturalmente non consideriamo come distinti due tipi, clie 
si deducano l' uno dall' altro con una permutazione delle li, l^, 2,. 



(H) 


« = 3; q = 3 


(ili) 


« = 3; ?=.-3 


(IV) 


n = 3; q = S 


(V) 


» = 3; q — S 
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Si domanda se i casi qui trovati come possibili corrispon- 
dano a gruppi effettivi, e a quali. Il tipo (I) è realizzato dai 
gruppi ciclici; studiamo quindi gli altri 4 tipi. 

Indichiamo con A^, A^j -4, rispettivamente i tre vertici non 
accidentali di Z, con B^, B^, B^ i vertici accidentali; e scegliamo 
le notazioni in modo che i vertici di K si seguano nell'ordine 
A^ Bi A^ JSg A^ B^ A^.ll lato A^ B^ sarà equivalente al lato A^ B^. 
La trasformazione che porta A^ Bi in A^ B^ porterà il triangolo 
A^ B^ A^ in un triangolo A^ B^ A\^ equivalente ad A^ B^ -4,. 
Così pure la trasformazione che porta -43 B^ in -4, B^ porterà 
il triangolo A^ B^ A^ in un triangolo A^ B^ A'\. Ricordando che 
la somma degli angoli di K nei vertici B è uguale a 2 tc, rico- 
nosciamo che i raggi B^ A^ , B^ A'\ coincidono. E poiché B^ A\ = 
= B, A,, B, A\ = 5, A,, B, A, = B, ^i, sarà J5, A, = 5, A\', e 
quindi i punti -4'i, A\ coincidono. Potremo quindi parlare del 
quadrangolo A^ A^ Ay A^. Questo quadrangolo R sarà pure un 
campo fondamentale per (?, ottenuto da K con un cambiamento 
lecito. Il lato A^ A^ sarà uguale a A^ A^] il lato A^ -4, al lato 
Al A^, I triangoli A^ -4, A^^ A\ A^ A^^ di cui R è somma, hanno 
dunque lati uguali; e gli angoli di ciascuno di questi triangoli sono 

ordinatamente uguali a y , / , , . I due triangoli si potranno 

dedurre perciò Tuno dall'altro con una riflessione rispetto al lato 
A^ A^. Consideriamo ora insieme al quadrangolo tutti i quadran- 
goli equivalenti ; e dividiamo ciascuno di essi in due triangoli con 
un segmento equivalente ad A^ A^. La sfera sarà evidentemente 
divisa in un numero finito di triangoli : due triangoli adiacenti 
saranno trasformati V uno dell' altro mediante la simmetria defi- 
nita dal lato comune. 

Per costruire i nostri gruppi procederemo dunque cosi : cos- 
truiamo sulla sfera euclidea un triangolo, i cui angoli sono 

r j r ) r • ^^^ ® possibile in virtù della (tj). Applichiamo a questo 
il it h 

triangolo le tre riflessioni definite dai suoi tre lati; otterremo 
tre nuovi triangoli, a cui applicheremo di nuovo riflessioni at- 
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tomo ai loro lati. Cosi continuando otterremo dei triangoli in 
numero finito, che le più semplici considerazioni di geometria 
elementare dimostrano ricoprire la sfera una e una sola volta. 
Due triangoli adiacenti di questa rete formano un quadrangolo, 
che si può assumere a campo fondamentale di uno dei nostri 
gruppi. Si può dare di questi gruppi una elegante costruzione 
geometrica, che conferma il precedente risultato, e mette in evi- 
denza i legami tra essi e i poliedri regolari. Cominciamo dal 
tipo (II). I triangoli, che, accoppiati con un triangolo simme- 
trico, formeranno un campo fondamentale per il nostro gruppo, 
hanno gli angoli uguali rispettivamente 8. o ; o j r* ^^^ ^ ^^^ 
di questi triangoli, e sia A' il triangolo simmetrico rispetto al 
lato che congiunge il secondo e il terzo vertice. Otterremo cosi 
un triangolo A -}- A', che ha gli angoli ordinatamente uguali a 
2 » Q , 7^ • ■'^ gruppo ciclico generato dalla rotazione di am- 

2 7C 

piezza ^— attorno al terzo vertice porterà questo triangolo in 

* . ..... 

altri Zg — 1 triangoli, che tutti insieme riempiono un emisfero. 

Essi, insieme con gli Zg triangoli, che se ne deducono con una 
riflessione attorno al cerchio massimo y limitante questo emisfero 
formano una rete di 2 l^ triangoli uguali, che è precisamente una 
rete di poligoni fondamentali per il nostro gruppo. Sul cerchio 
massimo y avremo Zg vertici della nostra rete, che saranno pure 
vertici di un poligono regolare P inscritto in y. Gli altri due 
vertici della nostra rete sono i poli di y; proiettando da am- 
bedue il poligono P otteniamo due piramidi regolari simmetriche 
rispetto a y, o, come si suol dire, una doppia piramide Q rego- 
lare inscritta nella nostra sfera che le 2 Zg operazioni del nostro 
gruppo trasformano in sé stessa. Viceversa se noi proiettiamo 
sulla sfera dal suo centro le faccie di una doppia piramide Q, 
regolare e inscritta nella sfera stessa, otteniamo la superficie della 
sfera divisa in una rete di triangoli uguali, che possiamo assu- 
mere come la rete dei campi fondamentali di un gruppo del 
tipo (II), le cui operazioni trasformeranno Q in se stessa. Ecco 
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perchè i gruppi del tipo (II) si chiamano anche gruppi dilla dop- 
pia piramide regolare. 

Passiamo ora ai gruppi del tipo (III). Un campo fondamentale 
di un tale gruppo è composto di due triangoli A, A', adiacenti 

e simmetrici, ciascuno dei quali ha gli angoli uguali c^ 7 q > 9 • 

Consideriamo i sei triangoli della rete corrispondente, che hanno 
comune un vertice -4, in cui naturalmente tutti avranno un an- 
golo uguale a g. Un ragionamento affatto elementare dimostra 
che questi sei triangoli costituiscono insieme un solo triangolo D 

avente tutti e tre gli angoli uguali a -g-. Il triangolo rettili- 
neo U che ha i vertici comuni con D è quindi una faccia di 
un tetraedro regolare T inscritto nella sfera. Il centro A di D 
è proiettato dal centro della sfera sulla sfera stessa nel vertice A. 
Il punto di mezzo di un lato Z di D dovrà essere vertice di 
altri due triangoli della nostra rete, i quali saranno adiacenti, 
e avranno comune un secondo vertice A^] questo vertice A^ ap- 
parterrà a sei triangoli della nostra rete, che, tutti insieme, for- 
meranno un nuovo triangolo D„ uguale a D ed adiacente a D 
lungo il lato l. Il triangolo rettilineo i/|, che ha i vertici co- 
muni con Dj, sarà una nuova faccia del tetraedro T] il centro 
Ax di Z^i sarà proiettato dal centro della sfera sulla sfera stessa 
nel vertice -4,. Cosi continuando, troviamo che : 

/ tnangoli della rete di un gruppo del tipo (UE) sono in numero 
di 24, cosicché G è un gruppo di 12 operazioni: essi si possono 
unire a sei a sei in quattro triangoli più gì*andi, a due a due 
adiacenti, e i cui quattro vertici sono i vertici di un tetraedro 
regolare T inscritto nella sfera. Se noi proiettiamo dal centro della 
sfera sulla sfera stessa i vertici di T, i centri delle faccie T, e i 
punti di mezzo degli spigoli di T, otteniamo i vertici della nostra 
rete di triangoli. Se proiettiamo invece i lati, e le altezze delle 
faccie di T, otteniamo sulla sfera i lati della nostra rete di trian- 
goli. Le operazioni di G trasformano T in sé stesso. 

Viceversa, se T è un tetraedro regolare inscritto nella sfera^ e 
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noi dividiamo ciiMcuna ddle sue facete mediante le altezze in sei 
triangoli^ e proiettiamo dal centro della sfera sulla sfera stessa, i 
24 triangoli così ottenuti, otteniamo la rete dei triangoli di un 
gruppo G del tipo (HI), che trasforma T in sé stesso. Due triangoli 
adiacenti di questa rete, insieme considerati, formano un campo 
fondamentale per G. 

Ecco perchè i gruppi del tipo (DI) (tutti simili tra di loro) 
si chiamano anche i gruppi del tetraedro regolare. 

Le stesse relazioni qui trovate tra i gruppi (IH) e il tetraedro 
regolare, si possono dimostrare con metodo affatto analogo tra 
i gruppi (IV) e l'ottaedro regolare inscritto nella sfera, i gruppi 

(V) e r icosaedro regolare inscritto nella sfera. E si trova cosi 

8 6 
in particolare che un gruppo (IV) ha g- = 24 operazioni, un 

gruppo (V) ha .'=60 trasformazioni; le reti corrispondenti 
di 2. 24 = 48 e di 2. 60 = 120 triangoli si possono ottenere, 
costruendo un ottaedro o un icosaedro regolare inscritto nella 
sfera, dividendo ciascuna delle sue faccie in sei triangoli me- 
diante le tre altezze, e proiettando dal centro della sfera tutti i 
triangoli così ottenuti sulla sfera stessa. Ecco perchè i gruppi 
del tipo (IV) o (V) hanno ricevuto il nome di gruppi dell'ot- 
taedro délV icosaedro regolare. 

I gruppi qui esaminati hanno ricevuto complessivamente il 
nome di gruppi dei poliedri regolari. 

Passeremo ora ai gruppi di movimenti di prima specie nel 
piano euclideo. Tutte le trasformazioni di un tale gruppo sono 
del tipo: 

X =ie*^ X -\-(x. (a=i cost.; -^ = cost. razionale). 

Un primo tipo è dato dai gruppi ciclici: un secondo tipo è 
formato dai gruppi composti da sole trasformazioni paraboliche. 
Per questi ultimi gruppi abbiamo, riprendendo le precedenti no- 
tazioni, n = se nessun vertice di K è il punto a? = cx:^, w = 1 ed 
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i, = oo in caso contrario. E con ragionamenti analoghi a quelli 

svolti più sopra troviamo 

(P') 2 } > 3 m + w 

(rO 2m = 2q — 2 

ohe, sommate, danno: 2 i^ tn + w, ossia m -\- n == 1, oppure 
m + w = 2. Sia m -f w = 1 ; se inoltre « = 1, si ha m = 0, g = 1, 
e il gruppo G è ciclico ; se invece n = 0, allora w == 1, 5^ = 2. 
Il poligono K è perciò un quadrangolo i cui quattro vertici sono 
tutti accidentali, e costituiscono un unico ciclo. Essi saranno 
quindi equidistanti dal centro di -K, che è quindi inscrivibile in 
un cerchio. Lati opposti di questo quadrangolo saranno equiva- 
lenti rispetto a G, e quindi paralleli. Dunque ^ è un rettangolo. 
Sia invece m + « = 2 ; allora, se n == 1, si ha m =- 1, g = 2. 
Il poligono K avrebbe un vertice non accidentale, e tre vertici 
accidentali costituenti un unico ciclo. I due lati di K, non con- 
correnti nel vertice non accidentale {x = caj) dovrebbero essere 
equivalenti; la trasformazione che porta l'uno nell'altro sarebbe 
ellittica, contro la nostra ipotesi. Sarà dunque n= 0, m = 2, g = 3. 
Il poligono K QBxk un esagono, tutto a distanza finita, con due 
cicli di vertici accidentali. Lati opposti di A' saranno equivalenti; 
si riconosce infatti facilmente che ogni altro modo di corrispon- 
denza tra i lati condurrebbe o a cicli di due vertici, o a vertici 
non accidentali. Lati opposti di K sono quindi uguali e paral- 
leli. Se dunque i vertici di K sono i punti ^1, -4^, A^^ A^, ^4^, A^, 
e si seguono proprio in questo ordine, i vertici -4,, ^3, ^5 for- 
mano un ciclo, i vertici A^, A^, Aq formano l'altro ciclo. La 
trasformazione, che porta il lato A^ A^^ nel lato A^ A^^ porta il 
triangolo -4, A2 A^ in un triangolo ^3 -4^ .4^; i segmenti A^ ^4, A^ A^ 
sono rispettivamente uguali e paralleli ai segmenti A^ Aq, A^ A^. 
La trasformazione, che porta il lato A^ A^ nel lato -4^ A^^ porta 
il triangolo A^ Ar^ Af. nel triangolo -43 A^ A^, come si riconosce 
ben facilmente. Il parallelogrammo A^ A^ A^ A^ è ancora un 
campo fondamentale per 6r, dedotto da K con un cambiamento 
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lecito. Lati opposti del parallelogrammo Baranno tra loro equi- 
valenti. Il tipo precedente rientra come caso particolare in 
quest'ultimo, quando si supponga che questo parallelogrammo 
sia proprio un rettangolo. Le trasformazioni, che portano un 
lato del parallelogrammo nell' opposto saranno del tipo : 

aj' = a: -|- a, 0?' = £c + P (^ "^ quantità non reale), 

e costituiranno un sistema di trasformazioni generatrici per G. 
Viceversa ogni gruppo generato da due tali trasformazioni è un 
gruppo dei tipi precedenti. 

Ne scende il teorema: Un gruppo G di trmilcmoni p. d. t. L, 
o è ciclico, o è generabile con due trapazioni x' =^x-\-a, rr' = a; + P; 
dove ~ è una costante non reale. Le trasformazioni di G saranno 
tutte e sole le trasformazioni 

x' = x-\-moK,-\-n^ (w, n interi). 

Notiamo che, mentre, date le costanti a, 3, il gruppo G è com- 
pletamente individuato, il teorema reciproco non è però vero. Li- 
fatti siano X, |Ji, V, p interi soddisfacenti alla Xp — (iv = + 1. Il 
gruppo G conterrà le trasformazioni a?' == a? + a,, a?' = a? -j- 3i, dove 
si è posto ai = Xa-|-(Jt(i, pi = va + pp. E viceversa un gruppo, che 
contenga queste due trasformazioni, contiene anche le a:' = a* -j- a, 
0?' =: a; + p, e coincide quindi con G. Infatti h ol =^-^{^0,^^ — (i pj, 
P = ±(^Pi~va,). 

Osserviamo anzi che tutti i gruppi 6?, a cui corrisponde uno 
stesso valore del rapporto t = r sono tra di loro simili, e di 
più che, scambiando caso mai fJ con — p, si può supporre che il 
coefficiente della parte immaginaria di x sia positivo. 

Ogni trasformazione del gruppo modulare, applicata a t, fa 
corrispondere a un gruppo G un gruppo simile, E viceversa va- 
lori di T corrispondenti a gruppi simili sono equivalenti rispetto 
al gruppo modulare. 
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Per completare il nostro studio basterà che noi cerchiamo 
quei gruppi di movimenti euclidei, che contengono trasforma* 
zioni (ellittiche) 

a;' « e*» x + « [9 _.r (mod 2 tc)]. 

Sarà evidentemente 

E con ragionamenti analoghi ai precedenti troviamo: 
(a") «>l; »^?; 

(e"), (C") »>S^=2f — 27» — 2$^n + m — 2. 

Se ne ricava »» ^» 1, oppure m =» 2. 

Caso I. m =« 1. Dalla (y")? (C'O) (P") si *rae successivamente: 

4 + S^=-2? 4$i2g — « 25^ — «^3. 

Sarà quindi 2} — «— =3, o 2g — » = 4; e, poiché » ^ }, 
ne otterremo rispettivamente: 

«^7^3 (8e2g' — /»«=3) «^?!^4 (8e2g — n = 4). 

Dovrà dunque essere g = 2; n «= 1 oppure g^ == « = 3; oppure 
g == 3, « = 2; oppure g — n =« 4. 

Ricordando le (y") troviamo i seguenti tipi possibili: 

g =*= n = 3, m == 1 ; Z, = 2, Z^ = 2, Z, = co (^') \ 

l, = 3, Z, = 3, ?, = 3 (A'") / 
f = 3, n = 2; n» = 1 Z, = ^i = 2, (a) 

2 = » = 4; m = 1 Z. = i, = ^3 = Zi = 2. (5) 
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Caso n. w = 2. Dalla (/'), (C"), (P") si trae: 

Sj = ? — 3, 65^2} — » 2? — w5^6 

donde 2 g — « = 6 ; e, poiché n -^q^ sarà n •^ q ^ 6, 
Sarà dunque: 

5^ = 4, n == 2; oppure j = 5, n = 4; n = g = 6. 
Ricordando la (y") troviamo i seguenti casi possibili: 



q = i, n = 2, m = 2 


?. = Zi = 2 (P) 


5- = 6, « = 4, m = 2 


i. = i, = i, = «4 = 2 ((7) 


? = 6, n==6, TO==2 


i. = Z, = ;,-Z, = i^ = i,-2 (Y) 



L'esistenza effettiva di gruppi dei tipi (A), si dimostra in 
modo simile a quello da noi usato per i gruppi discontinui finiti. 
E si trova ancora che, se noi costruiamo nel piano euclideo 
un triangolo à, i cui angoli siano 7- , 7- , y- , riflettiamo A ri- 
spetto ai suoi tre lati, e continuiamo ad applicare lo stesso pro> 
cedimento ai triangoli^ che cosi si deducono successivamente^ il 
piano euclideo resta diviso in infiniti triangoli; il quadrangolo, 
somma di due consecutivi tra questi triangoli, è un campo fon- 
damentale per un gruppo del tipo voluto. 

Non esiste invece alcun gruppo del tipo (a); infatti il poli- 
gono fondamentale K sarebbe un esagono, due vertici soltanto 
del quale godrebbero della proprietà che i due lati uscenti da 
uno di essi sarebbero di tra loro equivalenti, mentre gli altri 
quattro vertici dovrebbero formare un unico ciclo: ciò che si 
riconosce facilmente impossibile. 

Dimostreremo ora V esistenza di gruppi del tipo (B). 

Il campo fondamentale K di Un tale gruppo sarà un ottagono 
AABECC'DD. Con A, B, C\ D indichiamo i vertici non 
accidentali, con Jl, B, C^ D i vertici accidentali, i quali formano 
un unico ciclo; i lati A' A e A' B, BB e B C, C C e C D, 
D U e D A sono rispettivamente uguali e per diritto. Siano 
n\ D" i punti simmetrici di If rispetto ai punti -4', C". I trian- 
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goli AAD^A 2>" jB, Ciy" C e C D D saranno equivalenti; 
i triangoli B B U' ^ B C B" saranno pure uguali ed equiva- 
lenti. I segmenti B B' ^ B B" saranno uguali e per diritto. 
H triangolo B B* B" sarà ancora un campo fondamentale per (?, 
dedotto da JCcon un cambiamento lecito. Viceversa, se B I/* B*' 
è un qualsiasi triangolo, J.', B^ C sono i punti di mezzo di 
B B\ B' B", B" B, l'esagono B A B' B D'" C", per Q quale si 
considerino come equivalenti i lati B A q A. B\ B' B ^ B iX", 
iX" C" e C B si può assumere a campo fondamentale di un 
gruppo G del tipo voluto. 

Non esistono gruppi del tipo (y). Infatti il poligono K sa- 
rebbe un dodecagono, sei vertici del quale sono vertici acciden- 
tali, sei non accidentali. Tra due vertici accidentali esisterebbe 
un vertice non accidentale, e viceversa. I due lati uscenti da 
un vertice non accidentale sarebbero equivalenti; e quindi gli 
altri 6 vertici formerebbero un unico ciclo. Sarebbe dunque 
w = 1 contro l' ipotesi. 

Si può pure dimostrare che non esistono gruppi del tipo (p). 
Infatti, in tal caso K sarebbe un ottagono, due vertici soltanto 
del quale godrebbero della proprietà che i due lati uscenti da 
uno di essi sono tra di loro equivalenti, mentre gli altri sei 
vertici formerebbero due cicli di vertici accidentali. E si rico- 
nosce facilmente che, in qualunque modo si facciano corrispon- 
dere i lati di Ky non è possibile realizzare tali proprietà per i 
vsrtici di K, 

Studiamo ora il tipo (C). Il poligono ^ è un decagono A^ A^ 
. . . '. ^10. Quattro e soli quattro vertici di K godono della pro- 
prietà che i due lati, uscenti da uno di essi, sono tra di loro 
equivalenti ; gli altri 6 vertici di K si distribuiscono in due cicli 
di vertici accidentali. Due dei quattro vertici non accidentali 
di K non possono essere consecutivi ; poiché K ha 10 vertici, vi 
saranno almeno due vertici non accidentali di A', p. es. A^^ il,, 
che saranno separati da un solo vertice accidentale A^. Se noi 
indichiamo con Ai, -4^, A^^. ,, . A^ -4ui i vertici di A^, e se questi 
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vertici si seguono proprio nell'ordine qui scritto, i vertici X,, A4, Ai© 
formeranno necessariamente un ciclo di vertici accidentali; quindi 
i lati Ag idjQ e A5 A4 saranno equivalenti, i vertici A5, A9 saranno 
pure equivalenti, e quindi saranno vertici accidentali. H ciclo di 
vertici, cui appartengono A5, A9 deve contenere un terzo vertice, 
che dovrà separare i due vertici residui non accidentali. Quindi 
A5, A^, Ag formeranno il secondo ciclo di vertici accidentali; i 
punti Ag, Ag saranno i due altri vertici non accidentali. I due 
lati uscenti da uno dei vertici non accidentali sono per diritto, 
perchè Z| = 2; la somma degli angoli nei vertici A,o, Ag, A^ ò 
uguale a quattro retti; quindi i lati equivalenti, e perciò anche 
uguali, A4 A5 e A,o A9 sono paralleli. Facciamo con cambiamenti 
leciti sparire i vertici accidentali. Le trasformazioni, che portano 
rispettivamente A,o A9 in A^ A, e Aj A3 in A3 A^, portano ri- 
spettivamente i triangoli A^q Ag Aj e Ag A3 Aj in due triangoli 
equivalenti A^ A5 A\ e A3 A4 A',, tali che i segmenti A, A,, A3 A'i 
sono per diritto, e i segmenti A» A^, A'» A5 sono uguali, paralleli 
ed equivalenti. Se la trasformazione, che porta il primo di que- 
sti due segmenti nel secondo porta il punto Ag in un punto A'g, 
i triangoli Aj A9 Ag e A', A5 A'g, e i triangoli Ag A^ Ag, A'g A5 Aq 
sono equivalenti, i segmenti A', A'g ed A» i4g sono uguali e pa- 
ralleli, i segmenti Ag Ag, Ag A'g sono uguali e per diritto. L'esa- 
gono A| Ag Ag A'g A'i A3 è il campo fondamentale cercato ; i lati 
Ag Ag e Ag A'g, i lati A3 A, e A3 A\ sono per diritto; cosicché 
questo esagono si può anche considerare come un parallelo- 
grammo. Ed è ben evidente che, se Ai Ag A'g A', è un qualsiasi 
parallelogrammo, se A3 ed Ag sono i punti di mezzo di A, A\ e 
Ag A'g, l' esagono A, Ag Ag A'g A\ A3 , per il quale si considerino 
come equivalenti i lati A3 Ai e A3 A'„ Ag Ag e Ag A g. A, Ag e A\ A'g 
definisce un gruppo della specie voluta. 

Possiamo ancora osservare che, se A"g è il punto d'interse- 
zione delle rette Ai Ag e A3 A'g, l'esagono A, Ag Ag A'g A3 A"g si 
può considerare pure come campo fondamentale per G, I lati 
Ag Ag e Ag A'g, Al Ag e Ai A"g, A3 A'g e A3 A"g sono uguali e per 
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diritto. Siamo cosi ricondotti allo stesso tipo di campi fonda- 
mentali, che abbiamo trovato per i gruppi (B). 

In sostanea noi abbiamo trovato che i gruppi di movimen- 
ti euclidei possibili sono i gruppi ciclici^ i gruppi generati da 
due traslazioni indipendenti, e i gruppi (A), {B\ (C), (per cui è 
m -f- » = j + 1). 

Si riconosce facilmente che se noi pieghiamo i lati di un 
campo fondamentale di questi gruppi, in guisa che punti equi- 
valenti coincidano, otteniamo nel secondo caso una superficie di 
genere 1, nel terzo una superficie di genere zero* Un analogo 
procedimento applicato ai gruppi discontinui finiti porta soltanto 
a superficie di genere zero. 

Osservazione. — Per essere completo, aggiungerò qui la deter- 
minazione, ottenuta recentemente dal Prof. Q. Vitali, dei gruppi 
6 pr. dis. di similitudini euclidee, ossia i gruppi pr. dis. di tras- 
formazioni del tipo X = A X -\- B. Di essi sono casi particolari 
i gruppi determinati più sopra, di movimenti euclidei: i quali 
sono caratterizzati da ciò che per tutte le loro trasformazioni 
è '4 ! == 1. Potremo dunque limitarci al caso ohe, almeno per 
una trasformazione /S di (?, sia | -4 ' =}= 1. Mutando a; in a; -(- oost., 
potremo ottenere che la S sia definita dalla x' ^ Ax. Suppo- 
niamo ora che esista in G un'altra trasformazione T, definita 
da un' equazione a/ = a a; + P, dove è P 4= 0- 1** trasformazione 
g. jT-i g rpg-^ jg-n ^ definita dalla x =x + ^^-^^ "^ (n in- 
tero qualunque) e appartiene a G. Poiché p =j= 0, ] A | =j= 1, a =(= 0, 
questa trasformazione per n molto grande e positivo (se 1 4 |<C 1)» 
o per n molto grande e negativo (se i -4 | > 1) sarebbe infinite- 
sima. Il gruppo G non sarebbe p. d. t. i. Dunque tutte le tras- 
formazioni St di G sono del tipo x = atX. Le trasformazioni 
corrispondenti sulla variabile y = log x, insieme alla trasforma- 
zione y = y -|- 2 ir i, generano un gruppo G' pr. dis. di trasla- 
zioni sulla variabile y. Poiché G contiene almeno una trasfor- 
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inazione non ellittica, G' non può essere ciolico; e quindi (pag, 238) 
esso ammetterà almeno un sistema di due traslazioni y = y 4~ ^9 
y' =« y -f" P (*> P costanti ; ^ non reale) generatrici. Ed esisteranno 
due interi py q tali ohe pa + q^^=2ni. Sepèil loro massimo 
oomun divisore, gli interi |>, =3 ^ , j, as ?- sono primi tra di loro; 
ed esisteranno due interi «„ ti tali che pi ^, — jj ^1 = 1. Posto 

2 7C 

J>i a + ?i P ■= - «j *i a + ^1 P = Y» il gruppo G' ammetterà come 

2 7C 

trasformazioni generatrici le y' = y + — <j y'= y + Y> ® ^^ gruppo 
G sarà dunque generato dalle 

ri/ £= a a? (a E= «T) 3f=eP x. 

Esso è il gruppo ciclico^ generato dalla trasformazione iperbo- 
lica lossodromica od ^=^ a x, (se p = 1); oppure esso il gruppo 
generato dotta x' = aL x^ e da una trasformazione eUittica a pe- 
riodo finito p, che lascia fissi gli stessi punti a; = 0, e a? = 00, 
che la precedente trasformazione porta in sé stessi. 

f 36. — Aloani grappi faoluiiaiii partio«lari. 

Nel § 34 abbiamo dimostrato che a ogni gruppo finito G 
non ciclico e p. d. t. i. di trasformazioni lineari sulla x corri- 
sponde una divisione della sfera in una rete di triangoli, che 
gode della seguente proprietà: 

Due triangoli adiacenti della rete sono trasformati Tuno del- 
l' altro nella riflessione definita da lato comune; e formano, in- 
sieme considerati, un campo fondamentale K per G. 

Abbiamo pure trovato al § 34, che esistono dei gruppi G 
p, d. t. i. di movimenti euclidei, ai quali corrisponde una divi- 
sione del piano euclideo in una rete di triangoli, che gode della 
stessa proprietà. 

L'unica differenza sta in ciò che, mentre nel caso della sfera 
la somma degli angoli di un triangolo è maggiore di 2 retti^ e 
i triangoli sono in numero finito^ nel caso invece del piano eu- 
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clideo la somma degli angoli di un triangolo è ugnale a due 

retti, i triangoli sono in numero infinito. 

Sorge spontanea la domanda se esistano dei gruppi fìichsiani (7, 
a cui corrisponda una divisione del piano iperbolico in una rete 
di triangoli, che soddisfi alla proprietà sopra enunciata. A questa 
domanda vogliamo ora rispondere. Cominciamo col ricordare che 
gli angoli di un triangolo della rete erano, nei due casi prece- 
denti, sottomultipli di 7c. Altrettanto dovrà avvenire anche nel 
nostro caso, perchè o l' angolo A di un triangolo ABC della 
nostra rete è nullo (il vertice A è all'infinito), oppure, se noi 
riflettiamo il triangolo ABC attorno al lato A B^'A nuovo trian- 
golo A B Ci così ottenuto attorno al lato A d, il nuovo triangolo 
A Cj Cj ottenuto attorno al lato AC^ e cosi via, si deve giungere 
a un triangolo A Cl_j C,_„ il cui lato A C,_i coincide con A C; il 
triangolo, che si ottiene riflettendo A 6',_, C,_i attorno A C, coin- 
ciderà col triangolo A CB. Gli n triangoli cosi ottenuti sono al- 
ternativamente uguali e simmetrici; e, a due a due, formano un 
certo numero di campi fondamentali per G, I campi cosi otte- 
nuti saranno trasformati l'uno nell'altro da quella trasforma- 
zione di G^ che lascia fisso il punto A. Dunque n è un numero 
pari 2 m. Ora i nostri triangoli devono avere uguali gli angoli 
in A; questi angoli sono dunque uguali a « = — • 

e. d. d. 

Viceversa, se A è un triangolo del piano di Bolyai, i cui 
angoli sono sottomultipli di n, riflettiamo A attorno ai suoi tre 
lati; e cosi continuiamo a operare sui triangoli successivamente 
ottenuti. Evidentemente il piano di Bólyai sarà diviso in una 
rete di infiniti triangoli alternativamente uguali e simmetrici, 
che lo ricoprono una e una sola volta, e che noi diremo costi- 
tuire una rete fuchsiana di triangoli. 

Consideriamo ora due triangoli della rete, tra di loro adia- 
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centi, come un unico quadrangolo. Noi potremo evidentemente 
accoppiare gli altri triangoli della rete, in guisa che tutto il 
piano di Bólyai appaia diviso in una rete di quadrangoli tutti 
uguali al quadrangolo considerato. Quei movimenti (di prima 
specie), che trasformano questo quadrangolo negli altri quadran- 
goli della rete, formano appunto un gruppo fuchsiano del tipo 
richiesto. 

La costruzione dunque di tutti questi gruppi è per ciò ri- 
dotta alla costruzione di quei triangoli del piano di Bólyai, i 
cui angoli sono sottomultipli di ti. Potremo dunque indicare gli 

angoli di uno di questi triangoli con i , 1 , 7 (hi hi hi iiiteri). 

tj ^2 ^3 
Ora è facile riconoscere che: 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè esista nel piano di 

Bólt/ai un triangolo A, i cui angoli sono a, P, y, é che a ^ 3 -j- y < ^ (*)• 



(•) Cile la condizione sia n<*ceRS{iria, si dimostra così. La condizione ^ 
ovidenteiaento soddisfatta se i tre vertici del triaingolo sono ali 'infinito, 
e quindi gli angoli corrispondenti sono nulli. Se ciò non è, rappresentiamo 
la metrica iperbolica conformemente nei punti interni a un cerchio L di 
un piano euclideo ti, in guisa che un vertice A di A abbia per immagine 
il centro A' di L. Se /?', 6^' sono i punti immagine in a degli altri due 
vertici di A, i lati di à avranno jK^r immagine il segmento A B\ il seg- 
mento A'C, e l'arco di cerchio B' C, che è interno a X, e che è posto 
sul cerchio passante per ^1', 7>" e intersecante L ad angolo retto. Gli an- 
goli di A sono ugnali ai corrispondenti del triangolo immagine, il quale, 
come si vede facilmente, è interno al triangolo rettilineo A' fì' C\ e ha 
quindi degli angoli, la cui somma è inferiore a due retti. 

Viceversa, siano a ^ [J ]^ y tre angoli, di somma inferiore a 7C. 
Se a = ji = Y = 0, si prendano in un piano euclideo q tre cerchi qua- 
lunque tangenti a due a due; il triangolo A da essi limitato ha gli an- 
goli nulli, ed il cerchio L' che passa pei vertici ne taglia i lati ortogo- 
nalmente. Sia invece uno dei tre angoli diverso da zero : ad esempio sia 
a + 0. Costruiamo nel piano 7 un quadrangolo A B C D^ in guisa che i 
lati BVj Gì) siano uguali, gli angoli in A, B, D siano rispettivamente 

Uguali ad a, ,y "t~ ?j *> f" Y* ^**^ ^ ^ ^^ l'arco di cerchio, interno al 
quadrangolo, di centro C e raggio CJÌ= CI). Il triangolo A' che ha per 
lati i segmenti A Bj AD e l'arco DEA ha gli angoli uguali agli angoli 

le 
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Affinchè dunque, per una data terna di interi Z^, Z^, Zg, esista 
un gruppo G corrispondente, è necessario e sufficiente che 
2 y < 1. Il quadrangolo poi, che servirà di campo fondamentale 
a 6r, contiene tre cicli di vertici, due dei quali sono formati di 
un solo vertice, mentre il terzo contiene due vertici opposti. 
L' ordine del sottogruppo di (r, che lascia fisso un vertice di 
uno di questi tre cicli, è rispettivamente Z^, l^ o l^. 

I risultati ottenuti per la metrica della sfera e del piano di 
Euclide o di Bólyai si possono anche considerare insieme da un 
unico punto di vista. 

Sia A un qualsiasi triangolo 4 jB C, a lati circolari, i cui an- 
goli siano sottomultipli di n. Questi angoli saranno uguali a 

j T j , 1 dove li, Z^, Zg sono tre numeri interi, non minori di 1. 
^1 h h 

Noi potremo applicare ad ABC una inversione per raggi vet- 
tori reciproci T, definita da un cerchio avente per centro quel 
punto che è il secondo punto di intersezione dei cerchi 
A B^ A C. Il triangolo A sarà trasformato in un triangolo A B C\ 
i cui angoli sono ordinatamente uguali agli angoli di A. I lati 
A B, A C saranno trasformati nei segmenti rettilinei A H, A C'\ 
il lato B C sarà trasformato nel lato B 6", che sarà rettilineo o 
circolare. Se B C è rettilineo, la somma degli angoli del trian- 
golo A B C\ e quindi anche quella degli angoli del triangolo A 
sarà uguale a tc; se 7/ C è circolare, esso potrà essere o interno, 



richiesti. E si riconosce ftuàlmente che esiste un cerchio L' reale di cen- 
tro Aj che taglia ortogonalmente il cerchio di centro C e raggio CB= CD. 
I lati (li A sono ortogonali al cerchio L'. 

Ora la nostra metrica iperbolica è rappresentata ccmfomiemente en- 
tro un cerchio L di un piano euclideo ti. Una rappresentazione sinìile di 
q su TI, die faccia corrispondere a L' il cerchio Ly porta il triangolo A' in 
un triangolo, che si potrà evidentemente considerare come P immagine in 
•éZ di un triangolo geodetico A del piano di Bólyai, clic abbia gli angoli 
ordinatamente ugnali ad a, ,j, y» Kd è ben evidente che questo triangolo 
A è individuato a meno di movimenti di prima, o di seconda specie. 
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o esterno al triangolo rettilineo, che ha per vertici i punti A' B C! 
Nel primo caso la somma degli angoli del triangolo Al lì' (7/ e 
quindi anche quella degli angoli di A è minore di 2 retti; il 
punto A' è esterno al cerchio, a cui appartiene il lato circolare 
Jf C E, se ^ è la lunghezza delle tangenti tirate da A' a questo 
cerchio, il cerchio reale L\ che ha per centro il punto A' e per 
raggio f, taglia ortogonalmente i tre lati del triangolo A' B G\ 
Nel secondo caso invece la somma degli angoli di A è supe- 
riore a due retti; il punto A' è interno al cerchio, cui appar- 
tiene il lato B C\ e quindi la lunghezza delle tangenti tirate 
da ^' a questo cerchio è una quantità puramente immaginaria 
V/ — i X. Il cerchio immaginario L di centro A e raggio \/ — 1 X 
ha quindi un'^ equazione a coefficienti reali^ e taglia ortogonal- 
mente i lati di A' B C\ 

Studieremo separatamente i tre tipi ora distinti di triangoli A. 

1. La somma degli angoli di A è uguale a tt. Il triangolo 
A' B C e un triangolo euclideo, da cui si può partire per co- 
struire una rete triangolare, che copre tutto il piano, eccetto che 
il punto a distanza infinita. Trasformando questa rete con la 
trasformazione T~\ otteniamo una nuova rete di triangoli cir- 
colari, a cui appartiene il triangolo ABC, tale che due trian- 
goli adiacenti sono trasformati l'uno dell'altro nell'inversione 
per raggi vettori reciproci definita dal lato comune. Questa rete 
ricopre tutto il piano; eccetto un punto eccezionale 0, attorno 
cui si addensano infiniti triangoli della rete. I lati di tutti i 
triangoli della rete passano per 0. 

2. La somma degli angoli di A è minore di 7c, Il cerchio L e 
dalla T~^ portato in un cerchio reale L, che incontra ortogonal- 
mente i tre lati di A. Il cerchio L divide il piano in due regio- 
ni, in una delle quali giace il triangolo A. Se in questa regione 
(che indicheremo con R) immaginiamo rappresentata conforme- 
mente una metrica di Bólj^ai, il triangolo A sarà immagine di 
un triangolo geodetico in questa metrica. Se quindi noi appli- 
chiamo a A le inversioni per raggi vettori reciproci definite dai 
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suoi lati, e cosi continuiamo per i nuovi triangoli, che se ne de- 
ducono, otterremo una rete fuchsiana di triangoli, che riempie 
una e una sola volta la regione R, 

3. La somma degli angoli di A è maggiore di tt. In questo 
caso il cerchio L, trasformato di L' mediante la T~', è immagi- 
nario, pure avendo un'equazione a coefficienti reali. H gruppo F 
generato dalle inversioni per raggi vettori reciproci definite dai 
lati di A trasforma L in se stesso. Altrettanto avverrà quindi 
del gruppo G (che in F è sottogruppo di indice 2) di trasfor- 
mazioni lineari sulla :r, che ha per campo fondamentale il qua- 
drangolo, somma di A e di uno dei triangoli, che se ne deducono 
per una delle citate inversioni. In virtù dei risultati del § 30, 
vediamo che cosi si ritrovano semplicemente i gruppi disconti- 
nui finiti, da cui siamo partiti al principio del § 34. 

In conclusione vediamo dunque che la considerazione delle più 
generali reti di triangoli a lati circolari^ ricoprenti il piano ^ in tutto 
in parte, una e una sola volta, e tali che due triangoli adiacenti 
della rete siano trasformati V uno dell'altro nelV inversione per 
raggi vettori reciproci, definita dal lato comune, porta sempre in 
sostanza a gruppi di movimenti sulla sfera euclidea o sul piano 
euclideo^ o sul piano di Bólyai, (Naturalmente i gruppi trovati 
di movimenti della sfera euclidea si possono considerare anche 
come gruppi di movimenti nel piano ellittico). 

Il precedente teorema non è più vero per reti di poligoni a 
più di tre lati. Su queste reti vogliamo però aggiungere qualche 
considerazione, che ci sarà utile nel seguito. Supponiamo di a- 
vere una rete N di poligoni P, che ricopra semplicemente una 
regione li del piano. Ogni poligono P abbia un numero finito n 
di lati; due poligoni adiacenti siano trasformati l'uno dell'altro 
nell'inversione per raggi vettori reciproci, definita dal lato co- 
mune. Come al solito, si riconoscerà che ogni angolo dei nostri 
poligoni e un sottomultiplo di tu: e che due poligoni adiacenti 
di N insieme considerati, formano un poligono K, che può servire 
di campo fondamentale a nn gruppo (/ di trasformazioni lineari, 
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pr. di 8. in N. Ogni altro campo equivalente a K sarà somma di 
due poligoni P adiacenti. 

K non ha vertici accidentali. Infatti il prodotto delle inver- 
sioni per raggi vettori reciproci definite dai due lati di if, che 
passano per un vertice il di X", è una trasformazione non iden- 
tica di O^ che lascia fisso A. 

Siano Pi, Pg i due poligoni P, di cui K è somma, e sia l il 
lato comune; siano a^, a^ due lati di Pj, P^ corrispondenti nel- 
rinversione T definita da l. Questi due lati sono equivalenti rispetto 
a O. Se infatti U h V inversione definita da a, , allora \b. T U h 
un' operazione di (?, che porta a^ in a^. 

Siano ili, Ag, . . . . , A, i vertici di P„ e siano 7 , y- , . . . . , y 
gli angoli corrispondenti. Il lato l sia il lato contenente i ver- 
tici ili, A^. Siano A'2, A'3, . . . ., A'„_i i vertici di Pg, corrispon- 
denti ad Ajj, A3, . . . ., A,. I cicli di vertici di K saranno i seguenti: 
il ciclo formato dal solo vertice Ai, e quello formato dal solo 
vertice A.; poi i cicli formati dai due vertici A,, A',(i = 2,3,...,n — 1). 
La somma degli angoli di K in uno degli n cicli sarà rispetti- 

, 2 TU 2 TU 2 TU 

vamente -y , -, ,...., , - . 
^1 ^« In ^ 

Affinchè il gruppo G sia fuchsiano, è condizione necessaria 

(non sufficiente) che (*) : 

S \^ <{n- 2). 

Viceversa, se Z,- sono interi soddisfacenti a questa condizione, 
esiste (**) almeno un poligono P, i cui angoli sono ordinatamente 



(*) Infatti ciascuno degli n — 2 triangoli A^Aì Jf , 1 (i = 2, 3, ...., » — 1) 
ha angoli, la cui somma, x)er quanto abbiamo detto al $ 34 ^ pag. 241, è 

inferiore a tu; <iuindi la somma tu 2 y degli angoli di P è minore di 
Tu(n — 2). 

(•*) È f[K*ile infatti vedere che, se Od, oc^, ...., a„ sono angoli, la cui 
somma è minore di tu (n — 2), esiste almeno un poligono geodetico del 
piano di Bólyai, che ha gli angoli ordinatamente uguali a^l a,, a^, . . . . , a, . 
Ciò ci è già noto nel caso che m = 3 ($ 34, pag. 241). Anzi dalla dimo- 
strazione allora daUi segue che, se w = 3, e se teniamo fìsso aj, facendo 
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uguali a ,- , ,,...., ,\ e al quale potremo applicare le prece- 
di »'2 ^ ^ ^n 

denti considerazioni. 



variare a«, Og in guisa che lini (a, 1- :« f- ag) = ;:, xiUora i lati del trian- 
golo corrispondente tendono a zero. Se invece, pur tenendo tìsso a,, fac- 
ciamo tendere o^, Og a zero, i lati del triangolo tendono a co. Per di- 
mostrare il teorema in generale, useremo il metodo di induzi<me completa, 
scomponendo un poligono A<^ A^ .... ^„ di n lati in due poligoni A^ A^A^ 
e -4, Jg A^ .... J„ mediante la diagomUe A^ /l;., e rivolgendo poi la nostra 
attenzione ai due poligoni parziali così ott<'nuti. Per illustrare questuo 
procedimento, lo apidiclieremo al caso di i* =^ 4. Si tratti cioè di costrnire 
un poligono A^ A^ A^ J4, per cui siano prefìssati i valori it,, a», Og, ol^ dei 
4 angoli (a, -\- oLo \- ol^ ■\- 7,^ <r 2 tt). Ccrcliiamo di costruire perciò due 
triangoli A.\ A^ .4.,, A'\ .-I4 A"» tali che .4', J.> A\^ = a,» -^"\ -^4 ^'3 ^=--«4, 
A^A\A',-\-A,A\A\=^y,,, A.^A\A', : A,A\A'\=rj^, .1 , .1', = .1", .1"^: 
se ciò sarà possibile, basterà avvicinare i due triangoli per modo che 
coincidano A\ ed A'\, ^ 1 3 ed .r.. per trovare il quadningolo «creato. 
Sux)poniamo, se possibile, clie nel triangolo ^4', A» A'^ sia J., .4, A'., = 
= Jj A'q A\ = fi. Gli angoli di A\ .L A\, A'\ A^ A".^ saranno aUora 
rispettivamente h, cl^^ h) oi^ — ''» «4» a« — f*' perdio gli uni e gli altri 
possano essere angoli di un triangolo tlel piano di B<'>lyai basta che 

2 A -|- «2 -^ TZ, e che ol^ -f ag + aj — 2 /t ^^ ;: ossia li -^ - ^ , 

h \^ ~ ~^— ' ^p-^^ *- > Queste disuguaglianze sono compatibili i>erchè 

*i + ^2 "t" ^ ~i~ ^4 "^ 2 77. Se <lun<iue scegliamo h positivo e soddisfacente 
a queste disuguaglianze, allora noi conosciamo gli angoli dei triang<di 
A\Ao,A!^^ J['i Jg^4 e noi possiamo costruire questi due triangoli. Siano 
5i, 5« le lunghezze del lato A^ A^ per questi due poligoni. Il nostro teo- 
rema sarà dimostrato, se proviamo che si j)iu» scegliere /* in guisa che 

5j =84. Ora, se /* tende a " , allora lini 5, = 0, lini So = quantità 

finita (per quanto abbiamo trovato più sopra per i triangoli del piano di 

Bólyai). Se aj 4 a» -f- a, — tt ^ 0, allora, se h tende a ^' ^ * ^T- ^ — ^, si 

\vx lini 5, ^= quantità finita, lini òo = 0. Le quantità 0,. o.^ (sempre posi- 
tive) sono funzioni continue di //. Esiste (luimli almeno un valore di A, 
per cui 5, -=■ Sg. Se «i -p ay ;- a., — tt -^ 0, alloia, se facciamo tendere A 
jv zero, si ha lini 5, = e ■, lini 5o = «luantità finita. E ancora si può 
dimostrare il precedente risultato. E anche per il quadrangolo così co- 
struito si riconosce facilmente che, se noi fa<*ciamo variare due suoi an- 
goli, tenendo fissi gli altri, in guisa che lini ^ :f, =- 2 tt, i lati del qua- 
drangolo tendono a zero. Procedendo in modo affatto simile nel caso 
generale, si ottiene, come abbiamo detto, il teorema voluto. 



PARTE TERZA. 

APPLICAZIONI DEI GRIPPI DISCONTINUI ALLA TEORIA DELLE FUNZIOi^I 



Capitolo Nono. — Le funzioni di variabile reale, e le 
funzioni analitiehe di una sola variabile. 

Comincieremo con T enunciare di nuovo il problema fonda- 
mentale {A), già posto al § 17 (pag. 1(>4) per le funzioni analitiche. 

Dato un gruppo discontinuo G di trasformazioni su n variabili 
a?i, iTg, . . . ., iZ?,, e un gruppo isomorfo F di trasformazioni su m 
variabili z^, z^j , . , ,, z^, si determinino tutti i possibili sistemi di 
funzioni Zt a un solo valore delle variabili Xj tali che, se le x subi- 
scono le trasformazioni di G, le z subiscono le corrispondenti tras- 
formazioni di r. 

Se con Tp (p = 1,2,....) indico le trasformazioni di G, e 
con Zp le corrispondenti di V, i sistemi di funzioni z, cercati sono 
tutti e soli quelli che soddisfano al sistema di equazioni funzionali 

XpZi(x,,x,,...x„)^ Zi{Tp,v,, TpX,,..., 7;.x'j (0-^1,2,...) (/ = l,2,...,m). 

In altre parole nello spazio a w -[- ni dimensioni, in cui le jc, z 
sono le variabili coordinate, le Zi = Zt (a?,, ...., a;,) rappresentano 
una varietà a n dimensioni, invariante per le trasformazioni 

Xi-= TpXj z\ = ipZ, (J -- 1,2,. ..,/«: /==l,2,...,m; p = l,2,...) 
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I problemi, die ci occupano, si possono quindi, sotto certi 
aspetti, considerare come caso particolare dei problemi generali 
della teoria delle equazioni funzionali. 

Ricordo ancora che noi chiamiamo problema {B) quel caso 
particolare del problema (yl), che se ne ottiene supponendo m= 1, 
e r ridotto alla sola trasformazione identica. 

§ 36. — Le funzioni di variabile reale. 

II problema (-4) e il problema (B) si possono studiare, tanto 
supponendo le x variabili reali, e quindi le z funzioni di varia- 
bile reale, quando supponendo le x variabili complesse, e quindi 
le z funzioni analitiche uniformi. 

Supponiamo che le r siano variabili reali. In tal caso, se noi 
chiediamo solo che le z siano funzioni delle x nel senso generale 
di Dirichlet, i nostri problemi perdono ogni interesse, e sono di 
immediata risoluzione. Consideriamo uno spazio 6\ in cui le x 
sono variabili coordinate, e pensiamo in S un insieme P fon- 
damentale per G (g 24, pag. 143). Diamo alle z valori affatto 
arbitrarli in un punto di P. Se ^ è un punto qualunque di S, 
esisterà in generale una sola trasformazione T ài 6r, che porta 
A in un punto -4' equivalente di P. Se x è la trasformazione di 
r, che corrisponde alla jT, noi assumeremo come valori delle z nel 
punto A rispettivamente le quantità t~* z^ (.4'), ...., t"* 2^ (^4'), dove 
con z (A') indico i valori delle z nel punto A'. E perciò in ge- 
nerale necessario prefissare ulteriormente per le funzioni inco- 
gnite 2 qualche speciale proprietà, se non si vuole essere con- 
dotti a problemi banali di immediata risoluzione e di nessun 
interesse. 

Tra le condizioni, clic si possono imporre alle 2, vi è p. es. 
quella di soddisfare a date equazioni differenziali. Ma queste 
equazioni non possono essere scelte ad arbitrio. Per vedere con 
chiarezza questo punto importante, studiamo p. es. il caso del 
problema [B) in cui m = 1, e F si riduce alla sola trasformazione 
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identica ; proponiamoci cioè di trovare una funzione 2, invariante 
per un dato gruppo G, e soddisfacente a un'equazione diiFeren- 
ziale A (z) --= 0. Se noi trasformiamo le variabili indipendenti x 
con una trasformazione T, di Gj l'equazione differenziale A (z) = 
si muterà in un' equazione A, (2) = 0. E naturalmente la funzione 
cercata 2, che è invariante per G, dovrà soddisfare anche alle 
equazioni Ai (z) =^ 0. Se l'equazione A (z) non è scelta in modo 
particolare, il sistema delle A (z) = 0, Ai (2) = sarà un sistema 
incompatibile, o avrà delle soluzioni banali, o avrà un integrale 
generale, che dipende da un numero finito di costanti arbitrarie, 
così che il problema proposto sarà generalmente non risolubile. 
Il caso più importante, che noi ci possiamo proporre è quello, 
in cui le A (z) = 0, .4, (2) = si riducono a una noia equazione 
differenziale, ossia al caso che il nostro gruppo trasformi in se 
stessa l'equazione A (2) = 0. 

Tra le questioni più importanti, che si connettono a questo 
ordino di idee, ricorderò la costruzione delle superficie ad area 
minima, che sono trasformate in sé stesse da un gruppo di mo- 
vimenti, e di cui è caso particolare notevole la ben nota super- 
ficie minima di Schwarz (*). 

Noi non ci occuperemo pero di questi e simili problemi, che 
ci porterebbero troppo lungi dalle questioni, a cui questo libro 
è dedicato. Ci volgeremo invece allo studio di alcuni casi par- 
ticolari, che sono più intimamente legati alle teorie, che svilup- 
peremo nei seguenti capitoli. 

Sia dato un gruppo fuchsiano (o kleiniano) G su una varia- 
bile complessa x = ^ -\- i f]. Una trasformazione T di un tale 

gruppo x' =■ ] — ^^ trasforma chiaramente una funzione ana- 

litica della x in una nuova funzione analitica. Ora una trasfor- 
mazione T sulla X individua chiaramente una trasformazione 



(*) Bianchi, Lesioni di Geometria di ff'ercu siale (2. a ediz.). Tomo II, 
Cap. XXIII. — Cfr. anche Bianchi, Sulle superficie Fuchsiane, Kendicoiìti 
della li, Accad. dei TAncei, 1888. 
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reale sulle ^^ iq: e alle trasformazioni del nostro gruppo G cor- 
risponderanno delle trasformazioni reali sulle variabili f, rj, le 
quali formeranno un gruppo, isomorfo a (?, ohe noi indicheremo 
ancora con G, e ancora diremo fuchsiano (o kleiniano). Poiché 
ogni funzione armonica delle variabili ?, >] si può considerare 
come parte reale di una funzione analitica della o^, e inversa- 
mente, è ben chiaro, per quanto abbiamo detto, che ogni tras- 
formazione del nuovo gruppo G porta una funzione armonica 
delle 5, f] in un* altra funzione armonica, ossia trasforma in sé 
stessa r equazione - -f ---^ = 0. 

E noi ci proporremo il problema: 

Trovare le funzioni armoniche uniformi delle ?, 73, invaHanti 
per il gruppo G fuchsiano (o kleiniano) sulla variàbile a; = § -|- « rj. 

Per risolvere questo problema, cominciamo a ricordare che, se 
condo le nostre convenzioni (§ 31, pag. 2()6), il gruppo G trasforma 
in se stessa una rete di campi fondamentali sul piano ?: della va- 
riabile complessa a? = 5 -f ^ t^. Sia jRo uno di questi campi fonda- 
mentali. Supporremo che esso abbia un numero finito di vertici (*). 
Allora /?o sarà limitato da cerchi; i cui vertici o saranno acciden- 
talif oppure saranno lasciati fissi da una trasformazione ellittica 
o parabolica di G, Definiremo nel seguente modo V intorno di un 
punto A di i?o. Prendiamo una piccola curva a, che circonda il 
punto A. Se il punto A non è lasciato fisso da alcuna trasfor- 
mazione di Cr, oltre all'identità, l'area 8 limitata da a si dirà un 
intorno di A. Sia invece .4 lasciato fisso da un sottogruppo g 
(ciclico) di (?, generato da una trasformazione T ellittica o pa- 
rabolica. Prendiamo una linea l qualunque, uscente da .4, interna 
a /?o? e su essa lin punto B vicino ad A, La T porterà l in una 
linea t pure uscente da .4, e B in un punto B. Coiigiungiamo 
B con B' con un piccolo tratto di linea a, non intersecante né Z, 



(*) Lrt nece.ssitù di questa ('ondizionc restrittiva per la immediata va- 
lidità dei ragionamouti che s(»guono, è stata, a quanto io so, osservata 
esplicitameiite jK'r la prima volta dal Dott. E. Levi. 
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ne l\ Otterremo cosi un piccolo triangolo AB B, Sia A H B" il 
triangolo trasformato di A B B' per la T, Noi potremo eviden- 
temente Hcegliere in infiniti modi la a in guisa, che i lati BB^ 
B B" di questi triangoli formino una (unica) linea, che in ogni 
punto (e anche in //) abbia una tangente determinata variabile 
da punto a punto con continuità (*j. Il triangolo A B B q ì suoi 
equivalenti rispetto a gr in numero finito (infinito) riempiono una 
regione, che contiene ali* interno (sul contorno) il punto ^l, se T è 
ellittica (parabolica). Ogni punto di questa regione è rispetto ai 
gruppi g, G equivalente a un punto del triangolo A B B. Noi di- 
remo che il triangolo A B B è un intorno di A (rispetto al grup- 
po G). Quando A è un punto lasciato fisso da una trasformazione 
non identica T di 6r, si suole generalmente riferirsi ad intorni 
di tipo particolare: si assume cioè come linea a un cerchio tras- 
formato in so stesso dalla T, In altre parole, se T è una tras- 
formazione parabolica 

(1) , = -JY («^ il punto i4ò il punto a: = a)(Y = cost.), 

oppure 

(2) X =x -\- y fse il punto A ò il punto x-^=:c-.) (Y=:cost.), 

si suole assumere a linea a una linea rappresentata rispettiva- 
mente o dair equazione : 

(1)' ^ (} a; -■ a) = *' ^'^ -^ '^°''*- '■*'^^^^ ^* *^ 
o dalla 

(2)' / {^) = h. 



(*) Basta che a abbia una tan^cuto variabile con continuità, e che a 
fornii con / ed V angoli snpplenientari. 

(**) Secondo convenzioni /jià nsate (pa*?. 108 e seg.) con /?([i) e I (\l) 
intendo hi jiarte reaU», e il coefficiente della i)arte inimnginaria di una 
qimlsiasi quantità con)X)le»»a [i. 
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Una tale linea è infatti evidentemente un cerchio (o una 
retta), che, come un calcolo ben semplice dimostra, è trasformata 
in sé stessa dalla (1), o dalla (2). Se invece T è una trasforma- 
zione ellittica e se ^ è il punto x = ol lasciato fisso dalla T e 
a; = P è r altro punto lasciato fisso dalla T, la trasformazione T 
ha la forma 

(3) Jzrp = «" x-^ (« = periodo di T;cfr.§ 30, pag. 188); 

e noi assumeremo a linea a il cerchio rappresentato dall'equazione 

(3)' ^-'^ I = A (A -= cost. reale) (*) 

X — PI ' 

Quest' equazione rappresenta un cerchio trasformato in se 
stesso dalla T. 

Si danno poi alle costanti h valori tali, che intorni di punti 
equivalenti per il nostro gruppo siano ancora equivalenti. 

Se poi A è un punto, che nessuna trasformazione non iden- 
tica di G lascia fisso, si suole assumere come linea a un qual- 
siasi cerchio, a cui A sia interno; e ancora si scelgono general- 
mente questi cerchi, in guisa che intorni di punti equivalenti 
siano equivalenti. 

Noi chiameremo poi variabile principale in un punto A di Ro 
una variabile ty funzione della x, tale che un intorno di A aòbia 
per immagine nel piano n^ della variabile complessa t un intorno 
(nel Senso ordinario della parola) del punto f = 0. La definizione 
qui data di variabile principale lascia evidentemente a questa 
una grande indeterminazione : essa non porterà però alcuna am- 
biguità alle nostre deduzioni future, come il lettore potrà facil- 
mente riconoscere in ogni caso." 



(*) Questo vale, se a, ^ sono finite. Se invece ^ == co, o a = c^, la T 

sarebbe rispettivamente del tipo x — a = e " {x — ol) o x' — p = 6 " {x — P), 
e come equazione di a si Jissunierebbe la I x — a -- cost., o ! x — P I = cost. 
Si noti che è a t 3, poiché T è ellittica; se quindi a = oo (^ = o^), è 

P r oo (a t ex.). 
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Se a? = a, 0? == co è un punto A di Roj non lasciato fisso 
da alcuna trasformazione non identica di Gj noi potremo assu- 
mere come variabile principale rispettivamente la t == x — a, 
o la # = - . In ogni altro punto A' equivalente ad A potrò poi 
assumere una tal variabile principale, che in punti equivalenti 
degli intorni di A, A' le corrispondenti variabili principali ab- 
biano valori uguali. 

Sea: = aoa; = cxj è lasciato fisso dalla (1), o dalla (2), noi 
potremmo assumere come corrispondente variabile principale la 

(1)" « = A- e- T '-=! a- = cosi.) 



o la 

(2)" < = A;«"T' {ft = co8t.) 



-i_*Wi _ 



quando nell'esponente del secondo membro di queste formole si 
adoperi un segno tale che la parte reale di esso, quando x è 
interno a Ho, sia negativa. 

Gli intorni precedentemente considerati del punto a? = a, o 
a:==c>;, verranno rappresentati su un cerchio del piano n^ con 
centro nell'origine. Scegliendo convenientemente le costanti ìc 
si può poi fare in modo che in punti corrispondenti degli in- 
torni di due punti equivalenti le corrispondenti variabili princi- 
pali abbiano valori uguali. 

Se A è un punto a: = a lasciato fisso dalla (3), noi potremo 
assumere come relativa variabile principale la 

' = *^(^Ej)" (fc = C08t-) (*) 

E ancora valgono considerazioni affatto simili alle precedenti. 

Vogliamo ora definire gli intorni di un punto A^ di Ro nel 

campo Ro» Se il punto Ai è interno a Ro, come intorni di i4, in Ro 



(•) Se a = oo, oppure ^ = oo, si assumerà, come variabile principale 
la i =s k {x — a)" , oppure la t = k {x — 3)-". (Cfr. la nota precedente). 
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tìi assumono quelli stessi, che abbiamo definito più sopra. Se in- 
vece Al cade sul contorno di J?o, esso sarà in generale equiva- 
lente ad altri punti del contorno di i?©. Siano A,, A^, — , .4^ (v ^ 1) 
i punti del contorno di Eo, equivalenti ad ^i. I loro intorni 
rispetto al gruppo G, scelti nel modo sopra detto, sono equiva- 
lenti tra loro ; e se noi scegliamo, secondo quanto abbiamo detto 
poc' anzi, le corrispondenti variabili principali, e sovrapponiamo 
i piani di queste variabili su un unico piano tt^, tutti questi 
intorni avranno per immagine in n^ uno stesso intorno circolare 
i dell' origine. Ora, se i?i, B^^ . . . ., B,, è un qualsiasi sistema di 
punti corrispondenti negli intorni dei punti A^, .4^, . . . ., -^^, esi- 
sterà in generale in Ro uno e un solo punto B a essi equiva- 
lente. Al variare dei punti ^„ questi punti B riempiranno una 
regione di Ho, in generale non connessa, somma di v settori coi 
vertici nei punti -4„ .4., . . . ., A,,j che noi chiameremo un intorno 
del punto Ai (i ^^ 1, 2, . .., v) o anche del ciclo di punti ^4,, A2, ...,^^ 
nel campo i?o. Questo intorno è rappresentato in t:^ da un in- 
torno circolare i dell'origine: l'origine è poi l'immagine di tutti 
i punti i4„ Ai, j A^. 

Con questa nuova convenzione ogni punto A di Rq ha in Ro 
un intorno, formato tutto di punti appartenenti a i?o, e che nel 
piano della corrispondente variabile principale ha per immagine 
un cerchio, che ha per centro l'origine, immagine di A. E punti 
equivalenti di Ro hanno per immagine uno stesso intorno. 

Evidentemente passa una stretta analogia tra le nostre defi- 
nizioni e quelle, che si pongono nella teoria delle superficie 
Riemanniane : anche su queste superficie per ogni punto A 
si definisce una variabile principale t tale che un intomo con- 
veniente di A ha per immagine sul piano della variabile com- 
plessa t un'area circolare, il cui centro è l'immagine di A (*). 

I ben noti teoremi di esistenza su una superficie F di Rie- 



(*) C. Neumann, Vorleeungen iìher Riemnnn*8 Theorie der AbeVsehen 
Integrale. Zweite Auf. (1884), $ 14, pag. 94. 
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mann dimostrano che si può su F costruire una funzione armo- 
nica cp non costante, uniforme, dotata di una singolarità polare 
in un punto prefissato di JP(*) tale che, se noi rappresentiamo 
i valori assunti da cp in un intorno a di un punto A ài F nel- 
r intorno a', che è immagine di a sul piano tu^ della corrispon- 
dente variabile principale t, si ottenga in a' una funzione armo- 
nica uniforme (**). 

Applicando ai nostri campi fondamentali gli stessi metodi, 
che si usano per stabilire il teorema di esistenza, or ora citato, 
su una superficie riemanniana, noi giungeremo a un risultato 
perfettamente analogo; e dimostreremo cioè che esiste in lìo una 
funzione 9 armonica e uniforme che ha una singolarità polare in 
un punto prefissato A di Ho, in guisa che se noi rappresentiamo 
i valori assunti dalla cp in un intomo a di ogni altro punto A di 
Ro nelV intorno a\ che è immagine di a sul piano tt.^ della corri- 
spondente variahile principale tj si ottenga in cu! una funzione ar- 
monica uniforme e regolare. 

Riassumeremo qui, per maggiore chiarezza, la dimostrazione di questo 
teorema. Esso, come abbiamo detto, non è in fondo che la ripetizione 
della abituale dimostrazione dei teoremi di esistenza su una superficie di 
Riemami. 

Costruiamo in 7?o un intorno per ciascun ciclo di vertici ; e costruiamo 
poi degli intomi di un certo numero di coppie di punti equivalenti del 
contorno di Bo, in guisa che ogni punto del contorno di i?o sia interno 
ad almeno uno di questi intorni.' Siano fj, to, .. .., J* gli intorni così co- 
struiti, e siano ^j, p^, ...., ^i, gli intorni corrispondenti nei piani delle 
relative variabili principali. Come segue da quanto abbiamo detto più 
sopra, gli intorni ^ si potranno ammettere circolari. Noi diremo che una 
funzione è armonica e regolare in 1, («= 1, 2, ....,/*), se essa, considerata 
come funzione dei punti corrispondenti di ^, , è una funzione armonica 
e regolare in tutto ^, . Poiché in p, sappiamo risolvere il problenui di 



(*) Si dice che una funzione armonica ha un polo in un punto Aj 
se essa è parte reale di una funzicme analitica, che ha in A una singo- 
larità polare. 

(•*) C. Neumann^ Loc. cit., cap. 18, pag. 432 e seg. 
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Dirichlet, di costniiiT mia funzione armonica e repfolare, che sul contorno 
di p, assume valori prefissi, noi sapremo i)uré costruire in t, una funzione 
armonica e regolare, che sul contorno a« di i, assume valori prefissati. 
Costruita tali funzioni armoniclie in modo generico per ciascuno degli 
intorni f, si appliclii replicatamente il metodo alternato di Schwarz, fino 
a che si ottenga una funzione u continua e armonica in tutta la regione 
li' copert4i dagli intorni », e t^ile clic, se noi raj)presentianio i valori as- 
sunti in a, neir intorno corrispondente 3, , si ottenga una funzi<me armo- 
nica e regolare in p, (« = 1, 2, . . . ., h). Sia poi II" una regione connessa, 
interna a Roj tale che ogni punto di Ro sia interno ad almeno una delle 
due regioni R\ /i". Se A (x = a) è un particolare punto di If^ conside- 
riamo una funzione U armonica e regolare in tutto Rf\ eccetto che nel 

punto Aj dove diventa singolare come la parte reale di 

Se noi applichiamo di nuovo il metodo alternato alle funzioni «, U, 
otterremo una funzione ^ armonica e continua in tutto Bo, che nel solo 
punto A ha una singolarità polare, e clie in un intorno i, assume valori, 
che soddisfano alle condizioni imposte dal precedente teorema di esistenza. 

Del resto il nostro teorema di esistenzii si jiotrebbe pure ridurre al 
classico principio di minimo di Dirichlet, precisamente come avviene del- 
l' ordinario problema di Dirichlet per le funzioni armcmiche. 

Costruiamo ora in ogni altro campo fondamentale J?, una 
funzione 9,, la quale in un punto di i?, abbia lo stesso valore, 
che 9o ha nel punto corrispondente di Rq, La funzione (p, sarà 
chiaramente armonica in Hi, 

Consideriamo ora due campi fondamentali adiacenti e sup- 
poniamo senz'altro che essi siano i campi /^, R^\ sia l il lato 
comune. Io dico che la cp, è entro 7?, quella funzione, che si ot- 
tiene prolungando analiticamente rpo oltre il lato L 

Sia infatti A un punto generico di Z e sia B quel punto del 
contorno di i?o, che è equivalente ad A. Sia a un intomo (nel 
senso ordinario della parola) del punto .4, e sia p V intorno di J9, 
equivalente ad A, Siano «i, 3, quei pezzi di a, p che sono interni 
a Rq, Le regioni a„ 3„ considerate come un'unica regione, sono 
un intorno di A nel campo /?o, quando si dia alla parola intomo 
il significato definito in questo stesso paragrafo. E se a^ è quel 
pezzo di a, che è esterno a Roj la funzione 9, assumerà in a^ gli 
stessi valori, che ^o assume in ^^ Quindi, se noi rappresentiamo 
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la regione a -r^ «, + a^ in un intorno a' -= a', -[- *'« (*) del punto 
^ = del piano :r^ della variabile principale, corrispondente al 
punto A, e assumiamo come valore di una funzione ^ in un 
punto di a, il valore di cpo nel punto corrispondente di a^ e 
come valore di ^|^ in un punto di (x,\ il valore di ^i nel punto 
corrispondente di a,, otteniamo una funzione '^ uguale alla fun- 
zione ']>„ che si ottiene assumendo come valore di ^^i in un punto 
di a' il valore di cpo nel punto corrispondente di a^ -[- p,. Ma, per 
il teorema sopra enunciato, la ^, è una funzione armonica (e 
quindi continua con tutte le sue derivate, dotata al più di sin- 
golarità polari) in tutto a. Poiché ']> == ^i la funzione uguale a 90 
in a, ed a cp» in a, è continua con tutte le sue derivate in ai -{- a,. 

e. d, d. 

Si può facilmente riconoscere che ragionamenti analoghi si 
possono ripetere anche per i vertici di Rq. 

Dunque le funzioni 90, ?# si possono considerare come un' u- 
nica funzione qp in tutta V area del piano x, che è ricoperta da 
quella rete di campi fondamentali (§ 31, pag. 203), a cui appar- 
tiene /?o; quindi in questa rete la rp è una funzione armonica^ 
uniforme^ non costante, invariante per il gruppo Gj dotata di una 
singolarità polare in un punto A prefissato di Ro (e nei punti 
equivalenti). Il teorema di esistenza è cosi dimostrato. 

Osservazione, — La condizione ammessa più sopra (pag. 206, 
250), che G trasformi una rete in se stessa è imposta dallo stesso 
nostro problema; in quanto che i punti limiti della rete sono 
punti singolari per la funzione armonica cp, la quale non esiste 
quindi fuori della rete considerata. Non avrebbe perciò alcun 
senso il richiedere che 9 sia trasformata in sé stessa da una 
trasformazione, che porti un punto della rete in un punto esterno 
alla rete stessa. 



(*) Indico con a'i e con a's quei pezzi di a', che sono immagine rispet- 
tivamente di oci e di Of 



n 
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Noi abbiamo visto nelle pagine precedenti che la dimostra- 
zione del cercato teorema di esistenza equivaleva in sostanza 
alla dimostrazione del teorema analogo per le superficie Bieman- 
niane. E abbiamo cosi cominciato a riconoscere l'intimo nesso 
che lega le teorie delle superficie di Biemann, e dei campi fon- 
damentali. La scoperta di questo legame illumina di viva luce, 
come vedremo più avanti, tutta la teoria dei gruppi fuchsiani e 
kleiniani: essa è una delle più profonde concezioni del Elein.. 
Il progresso della teoria delle funzioni algebriche in due o più 
più variabili potrà forse un giorno contribuire similmente a una 
lucida visione della teoria delle funzioni automorfe di due o 
più variabili. 

Con leggere modificazioni del metodo alternato si potrebbero 
dimostrare teoremi analoghi a quelli dimostrati sopra. Si po- 
trebbe p. es. dimostrare la esistenza di funzioni armoniche dello 
spazio S euclideo a tre dimensioni, invarianti per un gruppo O 
pr. dis. di movimenti in /S, p. es. per il gruppo G delle trasfor- 
mazioni 

X =^ X -\- m a: y' = y -\- nb] z' = z -{- p e 

dove ìT, y, z sono coordinate cartesiane ortogonali, a, 6, e sono 
costanti del gruppo, m, n, p sono interi arbitrarii (*). 

Tali funzioni armoniche furono costruite per la prima volta 
dairAppell (* *), c^he generalizzo allo spazio a tre dimensioni un 
metodo di Weierstrass. 

Studii completamente analoghi si possono eseguire (***) per 



(*) Le funzioni iu-nioniche di B sono quelle che soddisfano alla 

d* a* ò- 

« ^t- ^ y + n ^ = *^' Questa equazione differenziale è evidentemente 
dx* o y^ o Z" 

trasformata in sé stessa dal gruppo G. 

(*•) Sur les fonctions de trois variables réellea saiis/aiBani à ì^éqwtihu 
différentielle 1 F = 0. Acta Mnthem.^ tomo 4, pag. 313-317. 

(••*) Cfr. Ir Nota dell' A. : Sulle funzioni arnwnicfie che ammettono 
IH» gruppo diaeontinuo, negli Atti della li, Aoead. di Torinm. 1902. Vo- 
larne 87. 
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gli Hpazii a tre dimenHÌoni a curvatura costante: ma tali studii 
ci porterebbero troppo lontani dal nostro scopo. 

§97.-1 teoremi di Miitenza per fnnsioni analitiche nel oaao n = 1. 

I ben noti legami tra la teoria delle funzioni armoniche di 
due variabili reali ^, y], e la teoria delle funzioni analitiche di 
una variabile complessa a: = 5 + ^ "*? ^^ fanno prevedere che i 
risultati ottenuti nel precedente paragrafo, potranno trovare ap- 
plicazione alla dimostrazione dei teoremi di esistenza relativi ai 
problemi del § 17 nel caso n == 1. Ciò sarà confermato dal 
paragrafo attuale, dedicato appunto alla dimostrazione di tali 
teoremi di esistenza per via funzionale. Le condizioni, che noi 
supporremo soddisfatte in questo studio sono le seguenti due: 

1. che G sia un gruppo di trasformazioni lineari propriamente 
discontinuo {sia cioè un gruppo kleiniano o fuchsiano\ e trasformi 
in sé stessa uìm rete N di eampi fondamentali, 

2, che un campo fondamentale di G (jU>bia un numero finito di 
iaii^ e qui^ndi in particolare abbia un ordine di connessione finito. 

La prima condizione è, per i teoremi del § 17, necessaria per 
la risoluzione del problema (B). Nulla è finora noto sulla riso- 
luzione del problema (A), quando G non soddisfa a questa con- 
dizione. 

I metodi, che esponiamo in questo paragrafo hanno il grande 
vantaggio di rendere intuitivi i teoremi di esistenza, ma pre- 
sentano tre inconvenienti: 1. quello di non dare una espressione 
analitica delle funzioni, di cui dimostrano l'esistenza; 2. di am- 
mettere la condizione che un campo fondamentale di G abbia 
un numero finito di lati: 3. di non essere generalizzabili a va- 
lori di n maggiori di 1. 

I metodi degli sviluppi in serie di Poincaré, che noi espor- 
remo più tardi, evitano tutti questi inconvenienti, ma introdu- 
cono a loro volta, specialmente per quanto si riferisce al proble- 
ma (A), altre condizioni restrittive. 
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Problema (B). — Cominciamo dunque a studiare il problema 
(B) quando n = 1. H gruppo 6r è un gruppo di trasformazioni 
birazionali su una sola variabile x: esso è quindi un gruppo di 
trasformazioni lineari, che per le ipotesi fatte è pr. dis., ed finzi 
è un gruppo fuchsiano o kleiniano, che ha in N un campo fon- 
damentale K dotato di un numero finito di vertici. 

Posto a: = 5 -j- i >J, i risultati del § 36 dimostrano che esiste 
una funzione armonica reale w^'^ delle due variabili reali 5» ili 
invariante per il gruppo G e che in un punto prefissato Ax di K 
presenta una singolarità polare. Costruiamo la funzione v^^^ ar- 
monica coniugata di u^^^ (che è definita a meno di una costante 
additiva). Evidentemente i valori che r^*^ assume in punti cor- 
rispondenti di due campi fondamentali differiscono soltanto per 
una costante additiva ; e quindi in particolare, se i|, l\ sono due 
lati equivalenti di K, i valori di v^^^ in due punti equivalenti 
di Z|, l'i differiscono solo di una costante aj*\ Siccome K ha un 
numero finito di lati, le coppie di lati Z,, l\ sono in numero finito; 
noi le contraddistingueremo coi valori i = 1, 2, . . . ., ^ dell'in- 
dice i (t intero finito). Di più, se K non è semplicemente con- 
nesso, esisteranno in K dei cammini chiusi C tutti interni a K, 
i quali non si possono con deformazione continua ridurre a un 
punto senza cessare di appartenere a iT. Tra tali cammini esi- 
sterà, poiché K ha un numero finito di lati, un numero finito di 
cammini Ct+u C,+», ...., (7» (A = intero finito) tali che ogni altro cam- 
mino C è riducibile con deformazione continua, e senza uscire da 
ir, a una loro combinazione lineare. Indicheremo con ajl,?,, ai%^ ...., ojf^ 
le costanti, di cui aumenta v^^\ quando si descrive uno dei cam- 
mini Ct+if Ct+tj . . . ., (7». 

Scegliamo in K altri h punti A^, Aj, ...., Aj+i distinti tra 
loro e da A,. Otterremo corrispondentemente h nuove coppie di 
funzioni armoniche coniugate u^'\ v^'' (« = 2, . . . ., A -|- 1), ciascuna 
delle quali definirà un sistema di costanti aj'^ (i = 1, 2, . . . ., A). 

Poniamo w = Jj p. u^'\ t? = ^ p, v^'\ dove le p sono costanti. 



Capitolo Nono — § 37, 261 

Le u, V 8ono funzioni armoniche coniugate. Ora è sempre pos- 
sibile trovare delie costanti P, non nulle^ tali che: 

Jk+l k+l 

«si «si 

Le funzioni u, v corrispondenti non saranno costanti ; sa- 
ranno ambedue uniformi in Z"; e in punti equivalenti del con- 
torno di K avranno lo stesso valore. La z = u -{- i v sarà una 
funzione di x in tutta la rete N^ analitica uniforme e non co- 
stante, invariante per G. H teorema di esistenza è cosi dimostrato. 

Questa dimostrazione è affatto analoga a quella, con cui si 
dimostrano i teoremi di esistenza su una superficie di Riemann. 
Le funzioni u^'^ -f" ^ ^^'^ sono funzioni che godono di proprietà 
affatto analoghe a quelle degli integrali abeliani di seconda 
specie su una superficie di Riemann. Esse infatti hanno sole 
singolarità polari, e in punti equivalenti differiscono soltanto per 
una costante additiva. E, come sulle superficie di Riemann si 
possono ottenere le funzioni razionali con una combinazione li- 
neare di integrali abeliani di seconda specie (*), cosi noi, combi- 
nando linearmente le u^'^ -\- i v^'\ abbiamo ottenuto funzioni in- 
varianti per G. 

Proseguendo nella trattazione con metodi affatto analoghi a quelli 
usati nella teoria delle superficie Riemanniane, si dimostrerebbe che col 
metodo esposto si possono trovare due funzioni uniformi ^|, ^^ invarianti 
per il gruppo G, le quali sono legate da una relazione algebrica /(^j, ^2) = 
e sono tali che le funzioni uniformi di x, invarianti per G, sono tutte e 
sole le funzioni uniformi sulla superfìcie Riemanniana F, definita dall'e- 
quazione algebrica / (Ci> C«) = 0» Se noi consideriamo come non distinti 
punti del piano n della variabile complessa x, equivalenti rispetto a (?, 
i punti di F corrispondono bi univocamente ai pimti di 7C. Il genere di F 
8i chiama genere di G. 

Noi per om ammetteremo questi risultati^ la cui dimostrazione in 
extenao troverà sede più opportuna nel paragrafo dedicato allo studio par- 
ticolareggiato delle funzioni invarianti per un gruppo fnchsiano o kleiniano. 



(*) N£UHANN« Vorles. ii, Biem. Tlieor, der Ab. Ini,, pag. 258. 
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Ossecrazione, — I metodi qui esposti possoiio risolvere il nostro pro- 
blema (B) anche nel caso che G non sia pr. dis. ; ma in tal caso le fun- 
zioni z non Hamnno (e non potrebbero essere) uniformi (J 17). 

Problema (A), — Noi studieremo ora il jiroblema ( J.) per il caso che 
n = 1 e elle G sia un gruppo del tipo di cui ci siamo occupati ora e F 
sia un gruppo di trasformazioni lineari intere omogenee. E ci acconten- 
teremo di dimostrai-e che esso si può ridurre al seguente problema, che 
è il celebre problema di inversione di Biemann, 

Costruire m funzioni z^z^ . , . . z^ di una variabile complessa Xy le quali 
siano uniformi neW intorno di ogni punto del piit no della variabile x, eceet- 
toehè nelV intorno di s punti dtfti a priori A^, A^, ...., A, . Sono pure 
date s trasformazioni lineari intere omogenee T,, T^^ .... T^ sulle variabili 
z^ . . . . jT^. Si vuole che le z subiscano la trasformazione Ti , quando x de- 
scrive un giro chiuso attorno al punto At (*). 

Siano ^1 f ^2 ^^^^ fuiizit)ui invarianti i>er Gy tjili che ogni altra funzione 
invariante per G sia una funzione uniforme sulla superficie Riemanniana 
Ff immagine della relazione algebrica /"(^j, ^j) = 0, che lega le due fun- 
zioni ^j, ^2» I punti della F corrispondono, come dicemmo, biunivocamente 
ai punti del piano n della variabile complessa j*. quando vi si considerino 
come non distinti punti equivalenti per G {**), 



(•) Più precisamente, se O è un punto generico, ma fisso, del piano a 

delle X ed OA^, O A^j , OA^ sono dei tagli non intersecanti si, le s 

devono essere monodrome nel piano a, su cui siano stati fatti i tagli pre- 
cedenti, e devono subire le T quando si attravemno detti tagli. Natural- 
mente le T devono essere scelte in modo, che le z siano monodrom« in 
O; cioè il prodotto delle T, prese in online conveniente, deve essere 
ngiuìle a 1. 

Per essere completi, noi dovremmo qui esjjorre come si risolva il pro- 
blema di Rieuiann, e definire più precisamente quale oomiiortamento si 
imponga alle s nei punti A. Due considerazioni ce ne hanno però dissiuiso: 
V una che questo problema rientra piuttosto nella teoria delle equazioni 
differenziali lineari alle derivate owlinarìe ; l' altra che la trattazione di 
tale problema ci costringerebbe a lunghe divagazioni : in quanto che do- 
\Temmo esporre la teoria delle equazioni integi*ali, la quale ^ troppo 
hmttina dall'argomento del pi-esente trattato. Il lettore, che voglia cono- 
scere come si possa risolvei il citjito problema di Riemann, consulti l© 
onnai classiche ricerche di Hilbert sulle equazioni integrali nelle (xottinger 
Nachrichten (1904-1906). 

(**) La Ff o, ciò che è lo stesso, una sui^erficie, i coi punti sono in 
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Supponiamo dapprima che il genero di P (die è per definizione il ge- 
nere del gruppo G) sia nullo j esisterà in tal caKo una funzione ^^ di x 
nnifoi*me, tale che tutti» e sole le funzioni uniformi di ar, invarianti per G, 
sono funzioni uniformi di ^j. La superficie F coinciderà cioè col piano 
della variabile Z,f Eseguire su x una trasformazione di G equivale a far 
percorrere a ^, un cammino chiuso nel huo piano (iierchè la ^^ è inva- 
riante per O^y e viceversa. 

Cerchiamo ora di risolvere il problema generale (A) nelle ipotesi da 
noi fatte. Si dovranno trovare ir. funzioni 3^, z^ ,.,., z^ uniformi della r, 
le quali, quando la x subisce le trasformazioni del gruppo G di genere 
aero, subiscono le trasfonuazioni lineari intere omogenee di un dato gruppo 
r isomorfo a Cr. Se noi pensiamo le z^y e^, . . .., z^ come funzioni di ^j, 
esse staranno dunque funzioni, le quali, quando Wj descrive un cammino 
chiuso nel suo piano a, subiscono una data trasformazione lineare intera 
omogenea, variabile col cammino descrìtto dalla Ci, e generante un dato 
gruppo r. Il fatto che T è isomorfo a G equivale all'altro che, se ^j 
compie un piccolo giro attorno a un punto generico del suo piano, le z 
devono sul)ire la tnisformazione identica, o, i)ìii genenil mente, che, se Ci 
compie un gii-o chiuso nel suo pinuo, a cui corrisponde un cammino chiuso 
nel piano della jr, le z subisctmo la trasformazione identica. 1 punti di 
diramaKÌone delle Zy considerate come funzioni della [^, , saranno quei jmnti 
A del piano di questa variabile ^,, die sono immagine di un ciclo di 
vertici non accidentali di IT, e sono (juindi i» numero finito, E per definire 
quali trasfoimazioni subiscano le z, quando la C, percorre nel sui» piano 
dei cammini chiusi, basterìi definire «juali trasformazioni subiscano le z 
per un giro chiuso attorno a uno dei citati punti A (*). 

Ora la costruzione di funzioni z di una variabile C, » che subiscono 
determinate trasformazioni lineari, quando C, compie dei giri attorno a 
certi punti A del suo piano, supxMJsti in numero finito, è appunto il prò- 
blema di inver$i&n€ di Biemann. 

e, d. d. 

Passiamo oni al caso che il genere di G sia maggiore di zero. In tal 
caso la superficie Riennmniana F avrebbe T uttìci<», che nel pr(»bh^na pre- 



corris|H)ndenza biunivoca coi punti della F, si può ottenere quindi pie- 
gando un campo fondamentale K di G, in guisa che punti e(| ni valenti 
del contorno di K vengant> a coincidere. 

(*) Si noti che l' isomorfismo tra T e (r impone a questi; trasforma- 
zioni r unicjw condizione che il loto prodotto deve essere uguale al T iden- 
tità. Ciò esprime il fatto che un giro della C, attorno a tutti i punti A 
contemponmeaniente equivale a un giro della ^, attorno a un punto v\w 
non sia di dirauiazione, ossia a un giro chiuso <lella jr nel suo piano. 
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cedente aveva il piano a della variabile ^,. Noi potremmo dunque cercare 
di risolvere il nostro problema, generalizzando le ricerche di Hilbert dal 
piano alle superfìcie Riemanniane, ossia cercando di determinare m fun- 
zioni z dei punti A di una superfìcie Riemanniana F, le quali subiscono 
date trasformazioni di un gruppo F, qtuindo il punto A di F descrive un 
cammino chiuso su F, 

Noi dimostreremo invece che questo problema si può ridurre al pro- 
blema^analogo, risoluto da Hilbert nel caso del piano. Sia, come sopni, 
/ (^,, ^9) = V equazione algebrica corrispondente alla superficie F; se r 
è il grado di / nella variabile ^a, noi considereremo F come formata di un 
certo numero r di piani (fogli) ^, sovrapposti e tra loro collegati nei 
punti di dinimazione della ^^ , pensata come funzione algebrica di ^, . 
Sia A un punto generi<*o del piano a della variabile ^,. Sia A^ il punto 
comspondente del primo degli r fogli di F, e siano A^, ^g, . . . . , A, i 
punti degli altri fogli sovrapposti ad A^. Siano s^....Zm rispettivamente 
gli elementi (nel senso di Weierstrass) delle funzioni analitiche (•) z in 
un intorno di -4,; in questo intomo le ;»^ . . . . ;r^ si potranno considerare 
come funzioni analitiche uniformi di Ci- Siano 6\, C'a, ...., (.V »* — 1 cammini 
su Fy che conducono dal punto A^ rispettivamente ai punti Jg, ^3, ....A^ . 
A questi cammini corrispondono sul piano a della ^, dei cammini chiusi 
Y27 fsy •••• Yr uscenti dal punto A e terminati al punto A. Se noi pro- 
lunghiamo analiticamente gli elementi z^ * ... e^ lungo y, (i = ...., r), noi 
otterremo in un intorno del punto A nuovi elementi di funzioni analitiche 
iu-i)«»+i> *«-i)mt»> ••• •> if« • Otterremo così in un intorno di A mr ele- 
menti di funzioni analitiche e,, z^, ...., Zmr) ^ gli elementi 7(^-1)» *i ... . 
'e^^ (1 = 1, 2, ...., r) rappresentano le funzitmi in un intorno del 
punto Ai di F'j e, se t > 1, sono più precisamente cjuegli elementi, che si 
ott-engono prolungando analiticamente gli elementi jg^,, ...., ^^ dal punto 
Ay al punto Ai lungo C< . Facciamo ora descrivere al punto A nel piano 
a un qualsiasi cammino chiuso y. Il punto At {i < r) andrà in nn altro 
dei punti ^, ... . J.,. , p. es. nel punto Ai^{k < r). Se noi ad A facciamo 
percorrere prima il cammino y, poi il cammino y^ percorso in senso in- 
verso (ossia, come si suol dire, il cammino yj^*) e quindi il cammino y< , 
il punto Ai andrà prima in A^ , poi in J,, per ritornare finalmente in 
Ai e percorrere (luindi m conclusione su F un cammino chiuso (*•). Per 



(*) Fleinento di una funzione analitica » in un punto non è che una 
serie di potenze, che è convergente in un intomo di questo punto, e vi 
rappresenta la z. 

(*•) Per simmetria indicheremo con y, un cammino chiuso che, par- 
tendo da A ritorni in JL, così che il punto A^ corrispondente di F de- 
scriva un cammino che esca da A^^ e ritorni in A^. 
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ipotesi è noto quale trasformazione lineare ii subiranno per questo cam- 
mino chiuso le funzioni, o gli elementi 'za-x^m^u ^(*-om+j> ...., 7 i« . 
Osserviamo ora che questa trasformazione Ti è prodotto 

a) della trasformazione, che gli elementi citati subiscono per il cam- 
mino Y, 

p) della inversa della trasformazione, che gli elementi citati subiscono 
per il cammino yj^ j 

Y) della trasformazione, che gli elementi citati subiscono per ik cam- 
mino Y< • 

In altre parole la trasformazione, che z^i-\)m^\i •••m^#« subiscono 
per il cammino y ^^ ottiene, applicando a questi elementi dapprima la 
tmsformazione lineare nota ri , quindi la tnisfonnazioue che esse subi- 
scono quando si percorra y* '^^ senso inverso (che è data evidentemente 
dalle jTcf-i)* f t ^ /t per a s= 1, 2, .. .., m) e infine la trasformazione do- 
vuta al cammino y* (la quale chianimente porta b\ in Z[^k^\)m+,)' Si può 
quindi considenire come nota la tmsformazione, che il cammino y induce 
sulle jr(<-i)«-^t (« < «0 per ogni valore di i (« <r)j e quindi è nota la 
trasformazione lineare che z^ .... ~3rm subiscono per ogni cammino chiuso 
Y sul piano della variabile ^,. 

Gli elementi Zi (} < «' m) sono dunque in A gli elementi di r m fun- 
zioni analitiche, esistenti in tutto a, le quali per ogni cammino chiuso y 
subiscono una data trasformazione lineare. £s8e avranno dunque in a dei 
punti di diramazione (in numero finito, perchè il nostro gruppo Q ha un 
numero finito di vertici); un giro attorno a questi punti di diramazione 
produce sulle nostre funzioni una data trasformazione lineare, mentre un 
giro attorno a un qualsiasi altro punto di a lascia le nostre funzioni inal- 
terate. La costruzione in a delle nostre r m funzioni è ricondotta ancora 
al problema di inversione di Riemann sul piano. 

Quindi è contempomneamente dintostrato il teorema di esistenza rela- 
tivo al problema {A)y quando n = 1, G è un gruppo kleiniano il cui po- 
ligono fondamentale ha un numero finito di vertici, e T è un gruppo di 
trasformazioni lineari intere omogenee. 



Capitolo Decimo. — I teoremi di esistenxa dedotti con 
metodi algoritmici. 

§38.-1 gruppi diftoontinui finiti. 

Per costruire una funzione invariante per un gruppo discon- 
tinuo finito su certe variabili x, si considerino una qualsiasi 
funzione fi delle x, e le funzioni /*< (i = 2, 3, ), che se ne 
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deducono, applicando alle x successivamente le trasformasioni 
di G. Una funzione ;p delle Xj che sia uguale a una funzione 
simmetrica delle /"i, /"i, è evidentemente invariante per G. 

D'altra parte gli stessi metodi, che più tardi troveremo per 
risolvere i nostri problemi fondamentali per gruppi infiniti, val- 
gono, e diventano anzi affatto elementari per i gruppi disconti- 
nui finiti. Ciononostante noi vogliamo riprendere per un gruppo 
finito G il problema fondamentale (B) nel caso » 3s= 1. Come 
risulta dal § 34 (pag. 238), G è di genere zero : esistono dunque, 
per i risultati del precedente capitolo, infinite funzioni Z inva- 
rianti per (r, che in un campo fondamentale assumono una e 
una sola volta ogni loro valore. Due qualsiasi di queste funzioni 
sono legate tra di loro da un'equazione lineare; e tutte le fun- 
zioni invarianti per G sono funzioni uniformi di una qualunque 
di queste funzioni Z. Questi risultati si possono confermare di- 
rettamente nel seguente modo. Siano 

^' = crl+| i<^'d,-b,c. = l) («==1,2 ,p) 

le p trasformazioni di G {p = intero finito). Se A, B sono due 
costanti qualunque, ogni trasformazione di G lascia invarianti 
i prodotti 

perchè ne permuta soltanto i fattori. Le Zj, Z, si annullano ri- 
spettivamente soltanto nei punti equivalenti al punto a? = -4, e 
al punto X = B, e diventano infinite soltanto nei punti equiva- 
lenti al punto X = cx\ Già questi due prodotti ci offrono dunque 
V esempio di funzioni invarianti per (?, e assumenti in un campo 

fondamentale una sola volta il valore zero e il valore oo. H 

Z » 

quoziente Z = ^^- è pure una funzione invariante per G, che in 

un campo fondamentale K diventa una e una sola volta nulla 
infinita, rispettivamente nel punto del campo, che è equiva- 
lente al punto 0? == ^, o al punto x = B, Dimostreremo ora che 



Capitolo Decitnó — §38. 267 

la Z assume in K una e una sola volta ogni altro valore : con 
un metodo analogo questo teorema si potrebbe dimostrare anche 
per Z„ e per Z,. Posto 

9 (a;) = A n [{a,x + 6,) — ^ (c,x + d,)] 

'^(x) = k li [(a. x-\-b,)-B (e, z + d,)l 
si ha 

Se noi consideriamo in questa uguaglianza la Z come para- 
metrOy eÌA x come incognita, otteniamo un'equazione di grado p. 
Quest' equazione è irriducibile. Infatti il suo primo membro con- 
tiene la Z al primo grado; se esso dunque si spezzasse in due 
fattori, uno di questi dovrebbe essere indipendente dalla Z, e 
dovrebbe quindi dividere qp {x\ ^ (x): ciò che è assurdo, perchè 
evidentemente qp (x)^ + (x) sono primi tra di loro. 

Da una radice della nostra equazione si passa alle altre, 
applicandole le trasformazioni del gruppo G, come è ben evi- 
dente per la definizione stessa delle qp (x\ ^ (x): le p radici della 
nostra equazione definiscono dunque p punti equivalenti rispetto 
a O, Al variare di Z, questo sistema di p punti descrive tutti i 
sistemi possibili di punti equivalenti; dando infatti a Z il valore 
5P j" , le radici della nostra equazione diventano appunto uguali o 
ad a, o a una quantità equivalente ad a. La Z assume dunque ogni 
suo valore ; e i punti, in cui assume uno stesso valore, sono tra 
di loro equivalenti e viceversa. Da ciò risulta appunto che in 
un campo ^ la Z assume una e una sola volta ogni suo valore. 
Se in due punti L, M una delle funzioni Z assume uno stesso 
valore, anche ogni altra funzione Z vi assume uguali valori. Se 
quindi Z*, Z^ sono due funzioni Z, la Z' è una funzione razio- 
nale di Z", e viceversa. Quindi Z' è una funzione lineare di Z". 

Le precedenti equazioni 9 — Z ^ = hanno ricevuto il nome 
di equazioni dei poliedri regolari; il loro studio è di grande in- 
teresse, specialmente nel caso che G sia il gruppo icosaedrico. 
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Si dimostra infatti che la risoluzione dell'equazione più gene- 
rale di 5.^ grado si può ridurre alla risoluzione dell'equazione 
icosaedrica (*). Noi non ci occuperemo né di questo studio, né 
delle generalizzazioni per » > 1; in quanto che si entrerebbe 
in un ordine di ricerche puramente algebrico, e intimamente 



(*) La ragione intima di questo fatto non bì può esporre senza ricor- 
rere alle teorie di Galois. Ciononostante si può dare unMdea di uno dei 
metodi con cui si può dimostrare V asserzione del testo. Sia G un gruppo 
icosaedrale, che trasformi in sé stesso un icosaedro regolare inscritto nella 
'sfera della variabile complessa x. Noi potremo trasformare O in un gruppo 
simile, in modo che due vertici dell'icosaedro siano nei punti x =» 0, 

2 7C 

X ss 2 cos -=- • Si trova con un calcolo elementare ohe cosi i 12 vertici 
5 

dell'icosaedro sono i punti 

X = oo, a? = 

,«e'(e + e«)(r = l,2,3,4,6) (^ ^ ^^2_n,.^^2j,\ 

« = e'(e* + e») (r-1,2,3,4,6) V ^^ 6 -T*»^^ 5 )■ 

Posto 

/=« n [x — e' (e + e*)] [x - t' (e* + e»)] = x (x" -|- 11 x» — l), 

l' equazione /* = 0, considerata come un' equazione di dodicesimo grado 
avente una radice infinita, ha per radici gli afiìssi dei dodici vertici del- 
l' icosaedro. In modo luialogo si trova che, se si pone 

ir = — (jc*® + 1) + 228 {x'^ — »») — 494 «>«, 

l'equazione lf=0 ha per n^ici gli aitissi dei punti, che si ottengono 
proiettando dal centro della sfera sulla sfera stessa i centri delle varie 
faccie. Ciascuno di questi 20 punti è vertice di 3 campi foudament'ali ; 
ciascuno dei vertici dell' icosaedro è vertice di 5 campi fondamentali. Il 
sistema degli indici dei primi 20 punti (ciascuno contato 3 volte) e il 
sistema degli indici dei 12 velatici (ciascuno contato 5 volte) saranno due 
sistemi di radici della nostra equazione icosaedrica, corrispondenti a due 
certi valori di Z» Con una trasformazione lineare su Z potremo fare in 
modo, che i valori di Z corrispondenti a questi due sistemi di radici sieno 
rispettivamente Z = 0, Z == ooj cosicché si avrò identicamente : 

Z=hy^ (A = C08t.). 
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connesso con la teoria delle forme, e la teoria delle equazioni 
algebriche secondo Galois ; le quali ricerche hanno già ricevuto 
numerose esposizioni sistematiche, e sono assai lontane dai pro- 
blemi di indole trascendente, a cui è particolarmente riservata 
questa parte del presente trattato. 



E, 86 noi poDÌamo h ^s — ^ , la Z così definita assume, come un facile cal- 
colo dimostra, il valore j? = 1 nei 30 punti che si ottengono proiettando 
sulla sfera dal suo centro i punti medii delle costole dell' icosaedro. 
L'equazione icosaedrale, scritta per disteso, assume così la forma: 

(x«« — 228 a?'» -|- 494 «>• -j- 228 ir* + 1)« — 12» x» (a;'«4- 11 x^ — iyZ=^0. 

Quando si ponga T =- x^ + 1 + 622 (x» — x») — 10005 (x^ + «"•), 
i 30 punti medii delle costole dell'icosaedro sono definiti dall'equazione 

Ora esistono 5 ottaedri regolari che hanno per vertici punti medii 
delle costole dell' icosaedro e che il gruppo Q permuta tra di loro. £ si 
trova che, posto 

<, == e'-'x* + 28*' X» — 5 e' X* — 5 e*' X» - 2 e»' X -f e»' (r =« 1, 2, 3, 4, 5) 
F;=--e*'x» + 8''x'—7e*'x«-78'x»-|-7e*-x'^ — Te^-x— e' (r = l, 2,3,4,6) 

le equazioni t^ = 0, Wr = hanno per radici gli indici dei vertici, e dei 
punti che si ottengono proiettando i centri delle faccie dello r •■'"*• di 
questi 5 ottaedri dal centro della sfera sulla sfera stessa. 

^ ^ ,^ 12fWr/ , 12/«^\, .V .^j 

Posto poi Tr'^ - ^-„ — !*» 4" * — 7»~~ j (**•> * = cost.), 81 deduce fa- 
cilmente che dalle 60 trasformazioni di G le JV sono soltanto permutate 
tra di loro, e che esse sono le radici dell'equazione 

Z r» + 5 r« (s m» + 12 m«ii + ^ V^"^"') + 

(I) j+i6r(-4.»* + «--^;!^+4^^^^^ 

Ecco un' equazione di 5.» grado, che evidentemente si sa risolvere, 
appena si sappia risolvere l' equazione icosaedrale. Ora si può dimostrare 
che ogni equazione di 5.o grado si può ridurre al tipo precedente. Se infatti 

(II) y* + a, y* 4- a, y« 4- a, y« + a* y 4- «• = 
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§ 38. — Xi6 ■•ri» di Poincaré. 

In questo, e nei seguenti paragrafi del Cap. 10 ci proponiamo 
di esporre un secondo metodo per la dimostrazione dei teoremi 
di esistenza delle funzioni automorfe e zeta-automorfe. Si fa 
uso in questo metodo di serie^ i cui termini si generano in modo 
tale, da apparire senz'altro chiaro che esse formalmente risolvono 
i nostri problemi (A), (B). La massima difficoltà, che si presenta, 
consiste nel cercare i caratteri di convergenza di queste serie. 
Tuttavia, e per la notevole generalità dei casi, in cui tale con- 



è UB^ eqìiaaione di 5.« grado, bì ponga ^ =»*^ «i + «« y -[- «s y*. L» F sod- 
disferà a un'altra equazione 

(HI) r» + ^, j» -f .4, r« + 5 a r» + 5 p r + Y = 0, 

trasformata dalla precedente. Le A^, A^ sono rispettivamente funzioni di 
1.0 e di 2.0 grado delle a^yOt^Og. Risolvendo quindi un' equazione di 2.^ 
grado, potrò ottenere ehe .4. »= J^ =» 0. Se poniamo poi 

lla»^+ 2p«Y — «Y'+av/A 

(dove A= 10ga»Y — 135a*P*+ 90 a» g y* — ^20 a p» y + 256 p» + y*), 

^ "" 64'a«ll2 (a Y~ — ?*^ ^ -- P TJ' 

= 12a*Z— 96a m«-~72p w> — 6Y t» 

* lUarn* + 12pm + Y ' 

si dimostra col calcolo effettivo che l'equazione (III) diventa identica 
alla (I). Ma la risoluzione della (III è equivalente alla risoluzione della (II); 
la (I) si sa risolvere, se si ammette risoluta l' equazione dell' icosaedro. 
Quindi la ns<»luzione della più generale equazione (II) di 5.o grado si sa 
effettuare, se si ammette risoluta l' equazione dell' icosaedro. Il teorema 
reciproeo è pure vero. 

Questi cenni sono un rapido sunto del Gap. Vili ($ 111 e seg.) della 
Teoria Hei irruppi di sosUingioni e ilelle equazioni olg^bHohe secondo Oaloie 
del Prof. Bianchi. Il lettore troverò ivi tra l'altro svolti tutti i calcoli, 
da noi soltanto accennati, e vi troverò pare indicazioni bibliografiehe. 
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veggenza risulta dimostrata, e per la uniformità che presentano 
il^ questo metodo i casi di una o più variabili, e infine per la 
comoda espressione analitica delle funzioni costruite, che ci viene 
oosl fornita, queste serie costituiscono una delle più importanti 
scoperte nella teoria delle funzioni automorfe e una delle più 
geniali concezioni di Poincaré, che primo le diede (nel caso di 

Eiprendiamo il problema fondamentale (A); e supponiamo 
che le trasformazioni di V godano della proprietà distributiva: 
che cioè, se z\ = y, («„ • . . ., O (i == 1, 2, . . . ., m) è una trasfor- 
mazione di r, si abbia identicamente 

qpi (yt + 2i, .-.., Vm + Zm) = Ti (»i> Vt^ ••••7 yJ + % («i, z^i ••• -r O. 

Questo avverrà p. es. se T è un gruppo di trasformazioni 
lineari intere omogenee, o in particolare se F si riduce alla sola 
trasformazione identica. 

Al solito indicherò con T^ (i = 1, 2, . . . .) le trasformazioni 
di ff, e con Zi le trasformazioni corrispondenti di F. Con i), {x\ 

d(T x) 
con - \ * ~ indicherò il lacobiano delle T^Xu TtX^. ...., 7\a?, 
ax 

rispetto alle a?, e con /*„ /a, • . • v /• delle funzioni uniformi delle 
a?i, Xj, ...., o;,. Se 1? è un intero qualsiasi, noi indicheremo con 
5< {fi} ftì • • • • > fmi Py «) oppure, più brevemente, con §, (p, x\ o con 
& {x) la serie 

(4) l (X) = I; t7* fi (T; X) Di {X) (i = 1, 2, . . . ., m). (*) 



O Con /i (T^x) indico la /, {T, af, TjX, . . . ., T.ar); con t.;*// ('''v ') 
indico la quantità che si ottiene, applicando alle fi la x~^ } se cioè 

y'i = qp* [^p y„ . . . . , ym] (» = 1, 2, , »m) è la trasformazione 17*, fti 

è posto 

t; V* (^v ^) = cp' [/i (^v ^), A n ^), . . . ., /« (^r, X)]. 

Si è scritto poi che v varia da a 00 , perchè Kupponiauio senz^ altro 
che O sìa un gruppo discontinno infinito. All' indice v dovremmo invece 
far percorrere un numero finito di valori, se G fonsc un Ki'"PP*> discon- 
tinuo finito. 
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Prescindendo per ora dalle questioni di convergenza studiamo 
le proprietà formali delle serie (4). Se 7\ è una trasformazione 
fissa di G, avremo: 



Ìi{T^x) = ^z-^f,(T,T^x) 



dx 



dx 

d{T^x)\' 



ossia, poiché per ipotesi le tv? t^* sono operazioni distributive: 



v = o L 



dx 



li>x(-^)]-'. 



Al variare di v da a cxj, tanto le trasformazioni 7'^, che le 
T^ Tx (Tv che le i^ tx) descrivono uno stesso insieme di trasforma- 
zioni: le trasformazioni di G (di T). 

E dalle uguaglianze precedenti si trae perciò: 

(6) ^.{T,.x)=^[xxlix)][D^iz)]-'. 

Infatti, per quanto abbiamo detto, le serie 



llÌT.nrfiiT,Txx) 



''-V?1' SCA(r..) 



d(T^Y 
dx J 



non differiscono che per l'ordine dei termini; e, da un punto di 
vista puramente formale, rappresentano una stessa funzione. 
U numero p si dice grado delle serie ?. Avremo dunque: 
Le serie Jii .... 5m di grado p definite dalle (4) subiscono, for- 
malmente, la trasformazione x-^ di T e restano di più moltiplicate 
per (Di (x))''*, quando le x subiscono la trasformazione 7\ di G, 
Nel caso che F sia ridotto alla sola trasformazione identica, 
potremo porre m = 1 ; le /» . . . . /"^ si ridurranno a una sola fun- 
zione /■; le serie 5 assumeranno una forma più semplice; noi le 
indicheremo allora con B(f,p, x) o anche con 6 (a;). Avremo dunque: 

(6) 8 {fp, X) = e {X) = f^f{T,x)D;(x), 
e la (11) diventerà 

(7) HTxX) = 6{x)Dr{x). 

Una serie b resta moltiplicata per D^^, se le x subiscono una 
trasformazione 2\ di G. 
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Dai teoremi precedenti si deduce tosto: 

Teorema I. — Le funzioni ^, (« = 1, 2, . . . . , wi) che si ottengono 
dividendo le ^i . . . . $«, per una serie 9 dello stesso grado subiscono 
{almeno formalmente) la trasformazione x^ di T, quando le x su- 
biscono la trasformazione 7\ di G. 

Teorema II. — Il quoziente di due serie B delio stesso grado 
rappresenta, almeno formalmente, una funzione invariante per G. 

Lo studio del problema (A) è cosi ridotto a ricercare: 

1. quando le serie (4), (6) sono assolutamente convergenti 
(indipendentemente dall'ordine dei termini). 

2. quando le serie (4), (6) rappresentano effettivamente delle 
funzioni analitiche uniformi : ciò che avviene, se p. es. esse sono 
uniformemente convergenti nell'intorno di un punto generico. 

3. se esistono delle serie 8, 5 non identicamente nulle. 

4. se esistono due serie 8 dello stesso grado, che non diffe- 
riscono soltanto per un fattore costante. 

Osservazione L — Se la condizione 4 non fosse mai soddi- 
sfatta, il teorema II sarebbe illusorio, in quanto che dimostre- 
rebbe soltanto che una funzione costante è invariante per il 
gruppo G. L'analogo vale per la condizione 3. 

Osservazione IL — Per dimostrare poi (cfr. § 17, pag. 104) 
l' esistenza di n funzioni indipendenti invarianti per G, dovremo 
ancora approfondire lo studio delle funzioni, cui si riferisce il 
teorema LE. 

Daremo ora alcuni teoremi, che ci serviranno per lo studio 
della convergenza delle serie 8. Posto a?* = 5* -j- t ij^t, noi indi- 
cheremo con Sf^ lo spazio euclideo b. 2 n dimensioni, in cui le 
g, T] sono coordinate cartesiane ortogonali. A ogni sistema di 
valori per le x corrisponde un punto reale in S^ e viceversa. 
Noi potremo quindi parlare di un punto di /S,„ invece di par- 
lare di un sistema di valori delle x. 

Noi diremo che un gruppo G soddisfa alle condizioni di Poin- 
caré se: 
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I. H gruppo G possiede in S^ alméno una rete N di campi 
fondamentali, che si possono tutti racchiudere {escluso al più un 
numero finito Jc di tali campi) in una ipersfera di raggio finito, 
0, pia generaÌ7nente, se un intorno abbastanza piccolo «o di un punto 
generico A e gli intorni trasformati^ escluso al più un numero 
finito di tali intorni, sono rincMudUnli in una ipersfera di raggio 
finito (anche variabile con A). 

n. Se oi è un intorno sufficientemente piccolo di un punto gene- 
rico A, nessuna trasformazione di è singolare {*) in un punto B 
di a. Se B, C sono due punti di a, U rapporta dei valori del la- 
oobianQ D^ di una trasformazione qualunque T^ di G nei punti B, C 
(escluso al jpiù un numero finito di tali trasformazioni), è inferiore 
in valore assoluto a una costante finita H^ indipendente dalla scelta 
della trasformazione T^ in G e dei punti B, C in a. 

Osservazione. — Se x'i^ = cp,^ (a?i . . . . a?,) (i ^ w) è una trasforma- 
zione T, di G, e se a?p = 5p + iìjp; aj'p, = §'^+tr]'^ (p=5l,a,....,n), 
le ì^\ f) sono funzioni delle g, t]. H lacobiano A^ di queste fun- 
eioni è dato da 

d{;xf,,:::.]if^,a^::...x::)^d(x, .... ^. a?; ....a^y'^d (§,.... 5. >li....ig.) 

quando si convenga che le x, x^ subiscano contemporaneamente 
trasformazioni immaginarie coniugate. Dunque \ è prodottò di 

tre fattori: il primo e l'ultimo H^'-^ll e -}fi-^} sono eviden- 

a(^v,^v) d(i,ri) 

temente inversi l'uno dell'altro. H secondo fattore y ^' J^ è 

Ay = A 2?; = (mod A)*- 
Pa ciò si trae che all'ultima parte della seconda delle due con- 



(•) Dico che una trasformazione Jr\ = ^, (a:,, Xg, . . ., x, ) (i = 1, 2, . . ., «) 
è singolare in un punto B, se una delle funzioni ^^ è singolare in Bj op- 
pure se il lacobiano delle ^i è nullo nel punto B, 
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Viziavi precedenti noi potremmo sostituire Iq. seguente condiziona^ 
ohe le è affatto equiva^lente. 

Se B e C 9ono due punii posti in un intorno ol ^H'fflcientemenie 
piccolo di un punto generico 4? ^^ *'iv = 9/v (^i • • • • ^m) ^ una qual- 
siasi trasformazione T^ di G, se 5',^, rd^ e §„ % sono la parte reale 
e il coefficiente della parte immaginaria delle ^ ,y e delle Xt, esiste 
ima costante positiva, indipendente dalla trasformazione scelta in 
Gj e dalla posizione dei punti B, C in d, tale che il rapporto dei 
valori^ che il lacobiano \ delle ^t^, iq'^y rispetto alle g, r] a^sum^ nei 
punti J5, Cy è minore di d^tta costante per tutti i valori di v, escluso 
al più un numero finito di valori di v. Ne segue che nessun laco- 
biano X ha zeri in a. 

Vale allora il seguente: 

Leicma. — Sia G un gruppo che soddisfi alle condizioni di 
Poincaré; e sia f una funzione uniforme nella regione i2, coperta 
dalla rete N di campi fondamentali. Sia J V insieme dei punti, 
che appartengono a un intorno a di un punto generico A, e a tutti 
gli intorni trasformati, escluso al più un numero finito di tali 
intorni. 

Se, scegliendo a abbastanza piccolo, la f è regolare in ogni punto 
limite delV insieme J, allora, per p "^^2, la serie 6 (/*, p^ x) è uni- 
formemente e assolutamente convergente in un intorno abbastanza 
piccolo a del punto generico A di H* E la funzione 6 {x) è ^indi 
una funzione analitica uniforme delle x in tutta JR, e soddisfa al- 
l' equazione (7). 

Sia infatti o^, un intorno di un punto genarioo A di N] noi 
potremo supporlo co»i piccolo, che in es^o sia soddisfatta la se- 
conda condizione di Poincaré. Poiché G è in R pr. dis,, noi po- 
tremo chiaramente prendere clq cosi picoolo che «e ^ g^^ intorni 
a,, Oj, «3 ...., trasformati di ao mediante le trasformazioni y^, Tg, 
T3 .... di Gj non abbiano a due a due alcun punto comuBd. E 
di più, poiché A è un punto generico di i2, potremo supporre 
(per le ipotesi fatte sui punti singolari della f) che i valori di f 
in uno qualsiasi degli intorni gc< (escluso al più un num^o finito 
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di questi intomi) siano in modulo minori di una costante Jf, in- 
dipendente da i. Ora, se il punto (x) varia in ao, il punto (T^x) varia 
in a^. E perciò, escluso al più un numero finito di valori per v, 

Per dimostrare la convergenza assoluta e uniforme della (6) 
in Oj^, basterà dunque dimostrare la convergenza assoluta e uni- 
forme in Oq della 

(8) S [A (oo)Y. 



Osserviamo ora, che per la prima delle condizioni di Poincaré, 
si potrà trovare una ipersfera / di raggio abbastanza grande ma fi- 
nito, che contenga tutti gli intorni a, escluso al più un numero 
finito di questi intomi, che noi indicheremo con a, , a, ;••••? *r • 
Ora ogni termine [D^ {x)Y di (8) corrisponde a una trasforma- 
zione Tv di G, e quindi a un intorno <x^; noi escluderemo dalla (8) 

quei termini, per cui y^ = r^^ r2, , r», ossia il cui intorno 

corrispondente non è interno alla /. La serie che noi otterremo 
si indicherà con S i>; (ar) ; e basterà evidentemente dimostrare 
la convergenza assoluta e uniforme di quest'ultima serie, perchè 
essa si ottiene dalla (8) sopprimendo un numero finito di termini. 

La somma dei volumi », degli intorni a,(0 ^ i < oo) {ir^r^^ rg, 
.... r»), che sono tutti interni a / e non hanno a due a due 
punti comuni, è finita; ossia la serie a termini positivi e costanti 

ST tj, (v = 0, 1, . . . .) (v 4= r„ r,, , r») 

è convergente. Ora 

«?v = /J fjdit^dl^ d g„ rf Tji^ dri^ 

dove l' integrale del secondo membro è un integrale (2 n)"**'*, 
esteso all'intorno o^; e, poiché l'intorno o^ è trasformato di o^ 
mediante la trasformazione T^, si avrà: 

t?v = // • • ••// ^v dSi . . .. d5, d YJi . . . . dY],, 
dove l'integrale (2w)"'**' del secondo membro è esteso ad a^. 
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Siano m^j M^ il minimo e il massimo di \D^\ in o^; saranno 
mlj MI il minimo e il massimo di |Ay{, quindi 

t?, > mljj jfjfd^j rf?. diji dtj., 

ossia 

v^ > mj Vq. 

Dalla convergenza della 2j v^ segue dunque la convergenza 
della ^ Vq mi e quindi anche della 2' mi ; ma, per la seconda 
condizione di Poincaré, M^ <!iHm^^ esclusi al più altri valori 
di V in numero finito. Quindi anche la serie S Jlf J — ed a for- 
tiori la serie S M^^ se j> ^ 2 — è convergente, se vi si sopprime 
un numero finito di termini. È quindi convergente la stessa 
serie 2 Jlf;. Siccome M^ è il massimo valore assoluto di D^ in a^, 
la serie S J>; è in a,, assolutamente e uniformemente convergente. 

e. d, d. 

Il presente lemma ci mostra la importanza, per le nostre ri- 
cerche, dei gruppi, che soddisfano alle condizioni di Poincaré. 
Noi troveremo ora alcune classi importanti di tali gruppi stu- 
diando separatamente i gruppi di movimenti e i gruppi lineari. 

§ 40. — Z grappi di movimMiti • i grappi lineari. 

I GRUPPI DI MOVIMENTI. — lo dirò che una metrica My definita 
da una forma differenziale quadratica F sulle 5,,>^, (i= 1,2, ...., n), 
soddisfa alle condizioni di Poincaré se: 

I. / sistemi di valori delle 5, tj, per cui la metrica è regolare 
(§ 23, pag. 140) corrispondono a punti di S^ny i quali riempiono 
uìia regione A posta a distanza euclidea finita; o almeno si può 
soddisfare a tale condizione sostituendo alle Xi nuove loro funzioni 
indipendenti. La distanza^ nella metrica M, di due punti di A 
diventa infinita allora e allora soltanto che uno almeno di questi 
due punti si avvicina indefinitamente al contorno di A. 
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n. Detta una ^alsiaéi eOÈiante S, ^ può irovare un' altra co- 
stante Dj tale che i ttilori del dhcriminatìie V di F ih dite punti 
di A, la cui distanza geodetica in M è minore di S, hanno sempre 
un rapporto minore di D. 

Quando parleremo di metriche, che soddisfano alle condizidtii 
di Poincaré, supporremo assai spesso tacitamente che le x siano 
già state scelte in guisa che sia proprio soddisfatta la prima 
pdrte della condizione I. Supporremo cioè che la regione A sia 
tutta posta a distanza euclidea finita in /Ss„. 

La precedente definizione si può anche estendere al caso che F 
non sia una forma quadratica, sostituendo al discriminante V di 
F un invariante qualunque V non assoluto della F, considerata 
come fórma algebrica dei differenziali di,, df\, (Con ciò vogliamo 
dire che, se le d g, d t] subiscono una trasformazione lineare in- 
tera omogenea, V resterà moltiplicato per una potenza, a espo- 
nente non nullo, del determinante della trasformazione). 

Teorema I. — Se una metrica M soddisfa alle condizioni di 
Poincaré, ogni gruppo G p, d. t L di movimenti in M soddisfa alle 
condizioni di Poincaré, 

Infatti G trasformerà in se stessa la regione A, che, per ipo- 
tesi, è tutta posta a distanza finita nello spazio euclideo rappre- 
sentativo /S«,. In ogni punto di A, il gruppo G è pr. dis. {§ 20, 
pag. 126) e per i risultati del § 26 (pag. 162 e seg.) esso possiede 
un'unica rete N di campi fondamentali, che riempie A, 

Ora il lacobiano A di una trasformazione T del gruppo G è 
uguale alla radice quadrata del rapporto dei valori, che il di- 
scriminante F di JW ha nei punti {x) e (Tx) ossia è uguale ft 

1/ V (Tt)' ^^^ ^^^ ^ ^^ intorno di un punto generico A, e sia 
a' l'intorno trasformato di a mediante la T. Sia B un punto di 
a, e B* il punto corrispondente in a. Il valore del nostro laco- 
biano in B è uguale alla radice quadrata del rapporto Il/,y! 

V(B) 

dei valori che V ha- nei punti J5, B, Il rapporto dei valori del 
lacobiano in due punti jB,(7dia è uguale perciò a V y .. 1/ y) !y\ 
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Sia ora S la massima distanza geodetica di due punti B^ C 
di a; poiché oi si ottiene da a con un movinlento^ la massima 
distanza geodetica di due punti di od è pure uguale a S. Quindi, 
poiché la nostra metrica soddisfa alle condizioni di Poincaré, 



esisterà una costante Z), tale che 



D. 



^ F(C)i^^' \V(F) 
E il rapporto dei valori del lacobiano citato in due punti di a 

è inferiore a D. 

e. d. d. 



Teorema II. — Le metriche di Bólyai a due dimensioni sod- 
disfano alle condizioni di Poincaré, 

Noi sappiamo infatti che una tal metrica ha un elemento 
lineare A* /^^Ai a~ via (* "^ cost.); e se /S^ è il piano euclideo 
in cui 5, fi sono coordinate ortogonali, essa viene rappresentata 
in modo conforme in quella regione di /Sg (tutta a distanza finita), 
che è interna al cerchio ?* -(- yj* =s 1 (che rappresenta i punti a 

distanza geodetica infinita). La radice quadrata d«l discriminante 

h^ 

V è j^- . -^ ^,^. Ora, se indichiamo con r la distanza geo- 

(g« + Tj' — 1)' ' 

r 

detica dal punto (§, rf) al punto (0, 0) si ha S* + yf = tangh^ , , 

r * 
cosicché questa radice quadrata è uguale ad A* cosh* . Siano 

ora A, B due punti, la cui distanza geodetica é minore di S. 
Se r, r, sono le loro distanze geodetiche da (0, 0), sarà eviden- 



temente 



r ' S 
h h]^ h 
punti A e B è uguale a 



— ,.<;,. Il rapporto Q dei valori ài f/^V nei 



Q 



/cosh 
\ cosh 



Se r':^r^^ sarà 



i) 



Q: 



cc»h(J + |)- 



cosh 



cosh , -|- senh , tangh j- <C 2 cosh - 
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Se r < r^, si ha Q ^ 1. 
In ogni caso dunque si ha Q^ ^ Z>, se Z> = 



2 cosh , 



e. d. d. 



Teorema DI. — Le metriche Hermitiane di tipo iperbolico sod- 
disfanno atte condizioni di Poincaré. 

H discriminante dell' elemento lineare di una metrica Hermi- 
tiana iperbolica è (§ 16, pag. 99) (*) a meno di un fattore numerico 

1 

S(5? + vj?)-ll 

E considerando le So ^ìt come coordinate cartesiane ortogo- 
nali in uno spazio euclideo rappresentativo a 2 n dimensioni, i 
punti, ove la metrica è regolare, hanno per immagine i punti 
interni all'ipersfera S (q* -{- tjJ) = 1. 

E (§ 16, pag. 99) indicando con r la distanza geodetica dal 
punto (Si $2 • • • • 5» TQi irji . . . • T)») al punto (0, .... 0, 0, .... 0) si ha 

S (§f + tjf) = tangh» ^- {h = cost.). 

La dimostrazione si compie in modo analogo al precedente. 

Teorema IV. — Se A := H At è una metrica mista, (§ 6, 
pag. 29), le cui metriche parziali Ai soddisfano alle condizioni di 
Poincaré, la metrica A soddisfa pure alle condizioni di Poincaré. 

Useremo le notazioni, adottate al § 16 (pag. lOC)). I punti, in 
cui A è regolare, hanno sugli spazi i parziali per proiezioni dei 
punti, in cui le metriche /i, sono regolari. La regione, in cui A 
è regolare, ha su ciascun spazio parziale per proiezione una re- 
gione (in cui la metrica parziale corrispondente è regolare) tutta 
posta a distanza finita, perchè le metriche parziali soddisfanno 



{*) Fedeli alle notazioni attuali, pensiamo qui a metriche Hermitiane 
a 2 n dimeuRioni (a pafj. 99 ci riferimmo a inrtriche a 2 n — 2 dimensioni). 
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alla prima condizione di Poincaré. La regione, in cui A è rego- 
lare, è quindi a distanza finita nello spazio totale. Indichiamo 
con Vi il discriminante di Af, con V il discriminante di A] sarà 
V =sTL Vi. Ora, se due punti B, C hanno una distanza geodetica 
minore di S, altrettanto avverrà a fortiori (§ 16, pag. 101) della 
distanza geodetica delle loro «"'*"• proiezioni -B,, C„ misurata nella 
metrica Ai. Ora il rapporto Q dei valori di F in jB e in C è 
uguale al prodotto dei rapporti Qi dei valori di F, in jB< e in C<. 
Ma per ipotesi esiste una costante Z),, tale che Q, <:^ Df Quindi 
Q è minore del prodotto D delle costanti 2),. 

e. d. d. 

Dai precedenti teoremi si deduce quindi in particolare: 
Teorema V. — I gruppi fuchsiani, iperfuchsiani, iperfuchsiani 
misti soddisfano alle condizioni di Poincaré. Infatti tali gruppi, 
considerati come gruppi di trasformazioni sulla parte reale e sul 
coefficiente della parte immaginaria delle variabili indipendenti 
sono, come risulta da quanto precede, gruppi di movimenti in 
una metrica, che soddisfa alle condizioni di Poincaré. 

Le serie h {f, p, a;), relative a questi gruppi, sono perciò in un 
intorno a di un punto generico A assolutamente e uniformemente 
convergenti: basta supporre p. es. che la f non sia singolare in A, 
p. es. sia un polinomio delle x. 

I GRUPPI LINEARI. — Studiati cosi i gruppi di movimenti ci 
volgeremo ai gruppi G di trasformazioni lineari, intere o fratte, 
cercando di vedere in quali casi un tale gruppo G soddisfa alle 
condizioni di Poincaré. Sia 



x\ = -:- — — ih fc == 1, 2, — , w) 

fesl 

una trasformazione lineare T sulle x. Calcoliamone illacobiano D. 
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PohiaMo «, = S «a *» -|- a„ a == S &t a» + &. Sarà 

Bx't 1 Bz, z, Sz 



^'==«. .__., 

' z ' dXn z dxt z* dzu' 



Ora D è il determinante, in cui — ' è l'»"'"» termine della 

Sactt 



riga. Posto 



1 Szj 
z Sxn 



P«; J = !*«; s^ = V* avremo: 



(9) 



Z> = 



Pn — V-i Vi 
Pi» — J»l Vg 



P«l — |A» Vi 
hi — Ih Vj 



P.1 — ^ V, 

?.. — m. V, 



Pu — (il V. P*. — Hs V, P«. — t*. V, 



Io dico che 



D — (- 1)- 



j 1*1 1^» 11» 1 I 

I Pu P«, . • • . P.. V, 



I P.J. 



P., 



Infatti sottraendo dalla p"'°* riga (p = 2, 3, ....,« + 1) ^^ 
questo determinante la prima riga moltiplicata per Vp_i si ottiene 
un nuovo determinante, che, sviluppato secondo i termini del- 
l'ultima colonna (tutti nulli, eccetto il primo), si riconosce eflfet- 
tivamente uguale al determinante del secondo membro della (9). 
Ritornando alle primitive notazioni, si trova dunque che 












dz^ dz 
èXi dx^ 



1 



5 2, 5^ 



Z Zi 28 
6l «11 «21 



6» «1« «8» 



Zn 
«»1 



a» 



Trasformiamo il determinante, che compare nel terzo mem- 
bro di questa formola, sottraendo dalla prima riga la p***"* 
(p •= 2, 3, . . . . , n -f- 1) moltiplicata per Xp_x' Troveremo 
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b di a^ . • • . ^M I 

e = cost. 



/qy n_ 1 ^i «u «21 • • • • «-i _ e / e = cost. \ 

(9) ^-^.>i •|-F^M^ = S6.a?. + 6/- 

I 

La costante e si può, moltiplicando tutte le costanti a, 6 per 
uno stesso fattore (ciò che non muta la T), ridurre uguale a + 1. 

Dunque la seconda condizione di Poincaré (§ 39, pag, 274) 
per un gruppo G di trasformazioni lineari si può enunciare, di- 
cendo : 

n'. In un intorno sufficientemente piccolo a di un punto gene- 
rico A, il polinomio S 6^ x^ + b, relativo a una qualsiasi trasfor- 
mazione T di G non si annulla. Esiste una costante H tale che, 
per ogni trasformazione T di G (escluso al più un numero finito 
di queste trasformazioni) iZ rfl[/>porfo dei valori di S 6jt a?fc -|- 6 in 
due punti Bj C qualsiasi di a. è in modulo minore di H. La co- 
stante H non varia al variare della T in G e dei punti J5, G nel- 
V intorno a. 

Trasformeremo ora, seguendo E. Levi, questa condizione, stu- 

n 

diando il significato geometrico dell'espressione ^bi^Xt-yb] tro- 

vferemo cosi che questa condizione II' è conseguenza della condizio- 
ne I di Poincaré (pag. 274). Indicheremo con /S, uno spazio, in cui 
le X siano coordinate; mentre, posto iP* = §* + i >Jt, continueremo ad 
indicare, come al principio di questo paragrafo, con /S,, uno spazio, 
in cui le 5, >) sono coordinate cartesiane ortogonali. Vi è una cor- 
rispondenza biunivoca tra i punti reali e complessi di /SI, e i punti 
reali di Si^, quando si faccia la convenzione di considerare i punti 
all'infinito di S^^ come formanti una varietà Lx a 2(w — 1) dimen- 
sioni. Questa convenzione non deve stupire: infatti per n = 1, S^^ 
si riduce al piano, immagine della variabile complessa Xi]ed è ben 
noto che il piano di una variabile complessa si considera come 
avente un unico punto a distanza infinita. Ora S^ possiede ap- 
punto 00""* punti reali e complessi a distanza infinita: i punti 
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di Si^, che ne sono immagine, si devono quindi considerare come 

formanti una varietà Lx a 2 (w — 1) dimensioni reali. 

I punti per cui S òjt^r^-f- & = sono evidentemente portati 
dalla T in ix . Quindi essi costituiscono la varietà [a w — 1 
dimensioni complesse, ossia a 2 (w — 1) dimensioni reali] trasfor- 
mata di ix mediante T~^. Questa varietà è un iperpiano in S^ ; 
se 6fc = Pu -[- i Yjt? ©ssa lia ili Sf^ P®r equazioni 

(10) S(p,5,-r*>j*) + P = o 

(11) S(^Yj,+ Y*§*) + Y = 

ossia è una varietà lineare 4S^,(n_i) a 2 (n — 1) dimensioni. 

Chiameremo varietà L questi S^^n-i^ . 

Se n =". 1, questa varietà è evidentemente un punto (il punto 
trasformato del punto all'infinito mediante la !iP"*). Infatti l'e- 
quazione S 6fc a:^ -(- 6 = si riduce alla 6^ aTj -|- 6 = 0, che de- 
termina la ^,. 

Preso ora un punto qualsiasi (x^ .... a?,), quale è il significato 
dell'espressione ^btX,t-\-b? Se 6^ = .... = 6, = 0, questa espres- 
sione è una costante 6; ed è inutile occuparsene più oltre. 

Supponiamo che una almeno delle b^, b^, ....,b^ sia differente 
da zero. Se n = 1, si ha che l' equazione b^ x^ -{- b == rappre- 
senta il punto L di coordinata x^ == — . A un valore gene- 
rico Xi corrisponde in S2 un punto la cui distanza dal punto L 
è uguale a x^ — ( — a" ) 1 h ' ^^^^ '^ ^ '' ^'^^^^^ ^ modulo 
di bi Xi -j-b \ rappresenta, a meno del fattore costante b^ , la 
distanza dal punto x^ al punto L, trasformato del punto Zoo me- 
diante la T-\ 

Supponiamo w > 1. I due iperpiani (10), (11) di aS^ sono evi- 
dentemente ortogonali; quindi la distanza h di un punto gene- 
rico A di aSj,, dalla intersezione dei due iperpiani considerati è 
uguale alla radice quadrata della somma dei quadrati delle di- 
stanze da A air iperpiano (10) e all' iperpiano (11). 
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Se a?k = 5* -}- i >]jb sono i valori delle x, corrispondenti al punto 
il, si avrà 



'f 



S(3J + YÌ) 
mod [6j a?t + feg ^2 + — + &n a:, + &] 

>^Mr+"6. &; +T. .'tt OJ 



Quindi, a meno del fattore costante l"^^ bj^ bl , il modulo di 
2 ftjfc OJfc + 6 rappresenta la distanza dal punto Xj, o meglio dal 
punto (5t, Tjjfc) {dove 5* + t tj* = a;») di /S^, alla varietà L, trasfor- 
mata di Lao mediante la T~\ 

Ora sia A un punto generico di S^^ e supponiamo che sia 
possibile trovare un intorno a di A cosi piccolo, che nessuna 
varietà L, trasformata di Zoo mediante una trasformazione di G 
abbia punti comuni con a'; sia a un intorno di A tutto interno 
ad a'; sia [i la minima distanza euclidea da un punto di a a un 
punto del contorno di a. Sarà |i > 0. 

Siano BjC due punti di a, e siano Aj, h^ le distanze da B,C 
a una delle varietà L : sarà A^ > [x. Se e è la massima corda di 
a, abbiamo che ^ < * r^ = l + Tr<lH — • 

Se invece a', per quanto piccolo, avesse punti comuni con 
una delle varietà L, allora, se C è un punto comune ad a, e 
a questa varietà L, si avrebbe y^ = oo. La condizione II' si 
può dunque enunciare anche cosi: 

n". Se A è un punto generico, se ne può trovare un intomo ol' 
così piccolo, che nessun punto di oi giaccia su una delle varietà L 
trasformate di Zoo mediante una trasformazione T'^ di G, o, in 
altre parole, che nessun punto di a possa essere trasformato in un 
punto a distanza infinita da una trasformazione T di G. 

Ora osserviamo che la condizione I di Poincaré si può enun- 
ciare dicendo che l'insieme dei punti che appartengono a un 
intomo abbastanza piccolo di un punto generico A, e agli in- 
torni equivalenti (eccetto al più un numero finito di questi in- 
torni) non ha alcun punto limite su £». Ne deduciamo facil- 
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mente che la condizione (II") è inclusa nella (I). Se infatti in un 
intomo piccolo a piacere a di A penetrassero varietà trasformante 
di Loo, in tale intorno ne penetrerebbero infinite; e quindi infi- 
niti degli intorni equivalenti ad « avrebbero un punto sulla Loo . 
Non potrebbe quindi essere soddisfatta la nostra prima condizione. 
Notiamo ancora che, se noi applichiamo alle x una qualsiasi 
trasformazione lineare intera omogenea F, il gruppo G resta 
trasformato in un gruppo simile G^'; ed è ben evidente che il 
risolvere i nostri problemi fondamentali per il gruppo O equi- 
vale a risolverli per il gruppo G\ e viceversa. Affinchè le serie i^ 
possano riuscire utili nel nostro studio, basta dunque che esse 
siano convergenti per un gruppo Q\ simile a G. Ma con una 
trasformazione V si può portare Z» in una qualsiasi varietà 
lineare a n — 1 dimensioni (complesse) 

(12) S a, ojf 4- a =J (a costanti reali o complesse). 

Affinchè dunque le serie 9 relative al gruppo lineare G, o aun 
gruppo simile G' convergano per p ^2 nella regione R coperta 
da una rete N di campi fondamentali per G, basta che si possano 
trovare delle costanti « in guisa che esista al più un numero finito 
di campi della rete, un punto dei quali ha dalla (12) una distanza 
nulla infinitesima. 

Questa condizione si può esporre in forma un po' più gene- 
rale, dicendo i punti di un intorno % di un punto geimvi^Q 4> ^ 
degli intorni trasformati (escluso al più un numero finito di que- 
sti intorni) formano un insieme di punti, che non ha punti limiti 
sulla (12). 

Una prima applicazione si trova nei gruppi kleinìani (o 
fuchsiaiii) G. In tal caso è w = 1, e le (12) si riducono a punti. 

In tal caso, se G trasforma in se stessa una rete ^ di campi 
fondamentali, è ben chiaro che si può trovare un punto A tale 
che al più un numero finito di campi fondamentali abbiano dp* 
A distanza infinitesima. Basta p. es. che A sia esterno a ^, p 
interno a un campo fond»,mentale di N* 
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Dunque, se G è un qualsiasi gruppo di trasformazioni lineari 
su una variabile x, che sia pr. dis., e che trasformi in sé stessa 
una rete N di campi fondamentali, esistono infiniti gr^ppi G' si- 
mili a G, per cui le nostre serie 9 sono convergenti. 

Altre notevoli applicazioni si possono fare nel caso n > 1. 

P. es. la nostra condizione è soddisfatta, se la rete N è tutta 
a distanza finita^ oppure se esiste una varietà (12) i cui punii sono 
a distanza non infinitesima dai punti di N. 

Tra i gruppi G, che soddisfano a queste condizioni, ricorderò 
i gruppi iperfuchsiani di tipo iperbolico, per i quali la regione 
R coperta dalla rete -^ è la regione 

Sa:,a:!; = S(r» + YjJ)^l. 

In tal caso come varietà (12) si può scegliere proprio la va- 
rietà Zoo. 

Osservazione. — Si noti che è inutile occuparci particolar- 
mente dei gruppi lineari misti, perchè evidentemente un tale 
gruppo soddisfa alle condizioni di Poincaré, se vi soddisfano i 
corrispondenti gruppi parziali. 

§ 41. — Bifloluzios^e <Léi prabl^mii fonaamentale (B). 

Per dimostrare in tutti i casi precedenti, per cui abbiamo 
trovato che le serie rappresentano funzioni analitiche, l'esi- 
stenza effettiva di funziojii 6 non identicamente nulle, soddisfa- 
centi alle (7), si può in taluni casi costruire una funzione 6 {f,Pf x), 
partendo da una funzione /*, che abbia tali singolarità che la 
da essa dedotta, pure conservando la convergenza assoluta e uni- 
forme in un punto generico, abbia di necessità una singolarità in 
qualche punto particolare. Cosi p. es. se w = 1, basta imporre alla 
f di avere un polo in un solo punto di N, e precisamente p. es. in 
un punto interno a un campo fondamentale. Con procedimenti 
simili si può talvolta assicurare V esistenza di due funzioni fi, il 
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cui rapporto non è una pura costante. Però questi metodi, cosi 
semplici e intuitivi, non sono applicabili al caso generale. Noi 
seguiremo un'altra via, che ci condurrà anche a un terzo risul- 
tato fondamentale. 

Noi dimostreremo cioè in modo diretto che: 

1. Esistono serie H non identicamente nulle, 

2. Esistono due serie dello stesso grado, il cui rapporto non 
è una costante. Questo teorema ci dimostrerà V esistenza effettiva 
di funzioni (non costanti) invarianti per G, 

3. Esistono n -\-l serie 9 (i = 1, 2, , . . . , n 4- 1) deUo stesso 

grado ^ tali che il lacobiano delle * (A = 1, 2, ...., w) ìwn è iden- 

ticamente nullo. Questo teorema ci dimostrerà V esistenza di n 
funzioni indipendenti, invarianti per G, e completerà quiruii la 
risoluzione del nostro problema (B) per tutti i gruppi G, esami- 
nati al paragrafo precedente. 

Con un calcolo perfettamente simile a quello da noi svolto 
a pag. 282 per calcolare il lacobiano di una trasformazione li- 
neare, vediamo che quest' ultimo teorema equivale a provare la 
esistenza di funzioni 0, tali che il determinante 



E = 



9. 


e, . 


• • • 8l.+l 


de, 

dXi 


d 0, 
dXi 


5 0.+. 

dX, 


de, 


5 0, 
dXi 


50.+. 
•■• dx. 


de, 


S Xn ' 


5 0.^. 

• • • /s 

dXn 



non sia identicamente nullo. Ed è ben evidente che, se noi di- 
mostriamo che E è in qualche punto differente da zero, avremo 
contemporaneamente dimostrato gli altri due teoremi. 

Volgiamoci dunque allo studio del determinante E in un 
punto generico A. 
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In i4 è lim 2); -zrr per i> ^ 2 (*). Dunque i valori delle :D^\mA 

hanno un massimo M; esisterà un numero finito 1 -\- h (h^O) 
di D., I che hanno in A il valore M: e noi supporremo che sia 

Do = i J5i = .... = Djfc ' = M Quindi per v > A sarà N/ ! < 1; 

e cioè esisterà una costante X tale che 0<;X < 1, e che ! %,-^ 

I M 

per V > h. Sarà quindi, posto ^ = % P®r v ^ A : 

e (A^a:) ^^/-cr.a:) yj? + [x' a (/*,;>) (X < jx < 1) (jx= cost.) 

dove a (/*, p) è una funzione che, come si riconosce immedia- 
tamente sulla sua espressione effettiva, resta finita nel punto 
A (**) al crescere indefinito di p (ossia che resta inferiore in 
modulo nel punto A a una costante H (f) indipendente da j)), 
e dove j tj^ [ ^ 1 nel punto i4. Se a è un intorno abbastanza pic- 
colo di -4, e se si ingrandisce, ove occorra, convenientemente la 
H (/*), possiamo anzi asserire che le a (/*, p) saranno ancora in 
tutto a minori in modulo di una costante positiva H (f), indi- 
pendente dfi jp (* * *). Analogamente anche le derivate prime delle 
a (/*, p) saranno in un intorno P di A, interno ad a, minori di una 
costante finita positiva À'(/'), indipendente da jp (****). Indichere- 



(•) Perchè la serie S />f è convergente. Ne segue anzi lim !>; = 
per qf ;^ 0. 

(**) Basta osservare che la a (/, p) viene ad essere data da una serie 
afiatt'O analoga alle serie ) : e ricordare la dimostrazione della convergenza 
delle serie data al $ 39 (pag. 276). 

(*••) Si ricordi che, per ipotesi, il rapporto dei valori di D^ in due 
punti di a è inferiore a una costante indipendente da y. 

(****) Ciò si iniò dimostrare in modo analogo a quello usato prece- 
dentemente, o si può dedurre dal precedente risultato, ricordando la for- 
mola fondamentale di Cauchy, che esprime i valori di una funzione ana- 
litica e delle sue derivate mediante integrali curvilinei. 
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mo con L{p la-più grande delle costanti H{f), K(p. Avremo, posto 

Poniamo ora successivamente f=:fiy f =2 f^^ , . . ., ft= f^^^^ 
dove le fj(j = 1, 2, ....,» + 1) sono funzioni, che soddisfano 
alle condizioni di convergenza, e ad altre condizioni che enun- 
cieremo più avanti. Posto 

a,„ = S f'/HT, X) ^^f-^ 0" = 1, 2, ....,« + 1: i = 1, 2, ... ., n), 



sarà 



L, r * M-' 1 = 2 [^ ^•'"' '^"/'^ (^' ^^ + ^' «-1 + 1^' ' 1^;"^- 



E, ricordiamolo, si ha (nel punto A) t),, = 1, ^-'*-^^^' ^^ <!(/;). 
Per dimostrare che, se j; è abbastanza grande, il determi- 
nante E è diflPerente da zero nel punto yl, basterà dimostrare 

che nel punto A è difterente da zero il determinante E^ che si 

fi f) 

deduce da E sostituendo alle 8 le ^p. Se noi ora in E' alle ,^, 

e alle loro derivate sostituiamo i valori dati dalle formole pre- 
cedenti, troviamo facilmente che 

ÌifAT.,x)tf, ... 

E'=E' + E", dove E" = | S ^ ^ ^"" ^- /"' (^' ^^ + ^ «-1 ' ' ' (*) 

I 

k 

2 [/? >);-' >?v. /"i (^v ^) + il? «i.v] 



(•/ Di questo determinante di ordine n 4- 1 fu scritta solo la prima 
còloìinu; le 'altre se ne deducono, sostituendo rispettivamente /^ ad /j, ed 
flj7v ad au^ per ; = 2, 3, . . . ., n + 1, 
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e dove ^" è un polinomio, di cui ogni termine è un prodotto 
del tipo: 

dove : 

Y è un intero non negativo e non maggiore di n, 

t è un intero positivo maggiore di zero, 

B è un prodotto di un numero finito di fattori, scelti tra i 
valori delle a {fj, p\ delle loro derivate, delle yjJ, 17?"*, delle yj^„ 
delle ff{T,,x), aji,, nel punto A. Poiché nel punto -A si ha tJv 1 = 1, 
e le n(fj,p) e le loro derivate sono minori di una conveniente 
costante L (*) indipendente da jp, avremo evidentemente che nel 
punto A 

lim Bp^ li'" ! ^ lim ' B jjl" j)" = 0, 

e quindi: 

lim E"" = 0. 

r=CO 

Enuncieremo ora le ulteriori condizioni (**) che imponiamo 

alle fj. Supporremo che nel punto A conniderato: 
h 
1- S/** (-^v^) T]f »ia maggiore, per ogni valore di j), di una 

costante positiva Àr>0 (***); le /^ (T^j*) siano, per J = 2,3,...,w-t-l, 
tutte uguali a zero. 

2. Le a^/,^ siano per j' > 1 tutte nulle, eccetto che le a,», a,,,, 
• • • •) «n M.1.1? cl^^ siano uguali a 1 (****). 



(•) BaAtii che L sia maggiore delle n quantità L(/,), lj(fi), ,.,.,L{f^). 

(•*) Che le Re|?iienti condizioni siano conìpatibili con le condizioni di 
convergenza risulta da ciò che, mentre queste ultime impongono delle re- 
strizioni alla posizione dei punti singolari per le fj , le condizioni, che 
noi imporremo, sono relative ai valori delle fj e delle loro derivate prime 
fp in un numero finito /^ + 1 di punti ÌTAq, T^A, ...., T^A). 

(•**; Questa condizione e stnldisfatta p. es. se nel punto A la quantità 

k 
fi CA»')' ^ 1^ modulo maggiore di iT -j- S ./i {T^r) , 

(•***) Poiché per ogni valore di v ( v < /*) il Ijwobiano di Ty è diffe- 
irente da zero, ossia il determinante delle ------ non è nullo, il dare i 
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Sviluppando -B", troveremo che nel punto A si ha cosi 
-B" == ^fi{T., X) Yj; f\*^. E poiché ' y]^ | = 1 nel punto A^ trove- 
remo che, per ogni valore di |), è | iST' | > iT; e poiché lim W = 0, 
sarà anche, per ^^ abbastanza grande, 

liSr' + ^"i^-^ ossia |iJ'>-^. 

Dunque E' non può essere identicamente nullo per p abba- 
stanza grande. 

e. d. d. 

§ 42. — Oflflervasioni fltoriohe, e oonftronti Tarli (*). 

Il problema {B) è stato studiato per la prima volta nel caso 
particolare che G sia un gruppo di movimenti euclidei. Questo 
'problema speciale è il nucleo, da cui ebbero origine le teorie 
delle funzioni ellittiche, iperellittiche, fuchsiane, automorfe; esso, 
posto nel caso n = 1, per studiare le trascendenti, che si otten- 
gono dair integrazione di radicali quadratici di polinomii di terzo 
o di quarto grado, fu studiato poi più generalmente per risol- 
vere il celebre problema di inversione di lacobi. Ed è notevole 
che neanche questo caso particolare del nostro problema sia stato 
risoluto completamente, e che d'altra parte le serie da noi tro- 
vate nei precedenti paragrafi siano, se n > 1, affatto inefficaci 
per la risoluzione di esso. Questo fatto, insieme alla grande mol- 
teplicità di ricerche, che si riannodano attorno al problema (JB), 
quando ff è un gruppo di movimenti euclidei, fanno si che lo 
studio di questo problema, che pure è un caso particolare dei 
problemi generali relativi alle funzioni automorfe, costituisca 



valori delle a ly , a^^ , . . . ., a^«v equivale a prefisBare i valori delle /J'^ ( T^ x\ 
/j*^{T^x), .,,,ffj*^l\x)'y i quali anzi ne risultano determinati in modo 

9 T X 
univoco in virtù delle a/<v = ^l/T'^^v^) - r— • 

t ^ ^t 

{^) Questo panigmfo, che è specialmente destinato a confronti tra i 

nostri studii e alcune teorìe fondamentali dell' analisi, può essere ommesso 

in una prima lettura, 
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una teoria a se, che ha già preso ampio sviluppo, che costituisce 
da sola uno dei rami più progrediti dell'analisi odierna, e che 
ha già ricevuto esposizioni sistematiche in numerosi trattati (*). 
Ecco perchè non sarebbe opportuno che noi qui ce ne occupas- 
simo ex professo; ed ecco perchè ci accontenteremo di un ra- 
pido cenno, destinato a richiamare le analogie, e le differen:;!c 
c'he passano tra il problema particolare in discorso, e i problemi 
di cui noi ci occupiamo. 

Come abbiamo già detto, il problema (£), quando si supponga 
che G sia un gruppo di movimenti euclidei, non è stato risoluto 
completamente. Se, al solito, poniamo Xu = Ìx-{- i >J* {h = 1,2, ...,»), 
e indichiamo con S^^ lo spazio euclideo, in cui le §, >] sono coor- 
dinate, si è fatta l'ulteriore ipotesi che G sia un gruppo di tras- 
lazioni, e che esso possegga un campo fondamentale tutto posto 
a distanza finita (**). Il risultato, che se ne ottenne, e che, per 
quanto già dimostrato per vie molteplici, non ha ancora trovato 
il giusto posto in una teoria generale delle funzioni automorfe, 
è il seguente: 

Se G è un gruppo di traslazioni, e possiede un campo fonda- 
mentale tutto posto a disfama finita, allora, affinchè esistano fun- 
zioni uniformi delle x, invarianti per G, senza singolarità essen- 
ziali a distanza finita (***), i coefficienti delle traslazioni generatrici 



(•) Cfr. p. ea., oltre ai trattati sugli integrali abeliani, il pregevole 
trattato del Krazrr. Lehrhueh der Thetnfunktionen, Teubner, Leipzig 1903. 

(*•) Devo ricordare alcune recenti e importanti ricercbfe del Cousin 
{Sur les fonctimis périodiques: Annales de VÉcole Normale Super. Tomo 19, 
19025 e Comptes Rendutt, 2. seni, tomo CXLIII, 1906), in cui è dato qual- 
che notevole risultato anche per il caso che O possegga campi fondamen- 
tali, che si estendono alPinflnito, senza però che venga esaurita la questione. 

(••*) Notiamo che anche nei ciisi studiati nei paragrafi precedenti, se 
O aveva campi fondamentali, fonnanti una rete N, nessuno dei quali 
avesse punti comuni col contorno di X, le funzioni i), da noi studiate, e 
le funzioni invarianti per G, che si ottengono come quozienti di fun- 
zioni 9, non hanno alcuna singolarità essenziale entro N. 

Questi fatti saranno del resto approfonditi meglio più avanti, special- 
mente nel caso dei gruppi fuchsiaui e kleiniaui. 
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di G devono soddisfare a un certo numero di uguaglianze, e di- 
suguaglianze. E precisamente il gruppo G dece essere simile a un 
gruppo G' di traslazioni^ che ammette un sistema di 2 n traslazioni 
generatrici indipendenti, di cui le prime n sono del tipo 

, ^ / , , / , / _i_ '^ *. ' . . ' 

Xi Xi] Xi X^'j ..,.] Xj_i Xj_i]Xj ^j \ ~- \^i^\ «^i-rlj •••>«^» *^n 

(j = l,....,n) 

dove le e^ sono interi positivi, tali che 6, = 1 e per X = 1^ 2, .... j) — 1 
<^?.+i ^ divisìbile per e^; mentre le residue n traslazioni sono del tipo 

x\ = fic, + a,/, x^ — x^ + rt,^; . , . .: x^ = a?, -f a.^ {j = 1, 2, . . . ., n), 

dove le a,» {i,h = 1,2, ...., n) sono costanti tali che valgano le 

' 1." 
rt,.^ = a*o e che la forma S R (ai^) y, y^ (*) sia una forma defi- 
nita negativa delle y. 

Basta dunque saper costruire le funzioni invarianti per un 
tale gruppo particolare G'. K tale scopo si è partiti dalla serie 

OD co 00 1.» 1,n 

V V V Zau{gi+Ttij)(gu^m^)-t'lZ(:m^^-gj){Xi^h^'!ii) 

— X , / , .... ■ e^'-* ■' 

dove le g^, hj «ono costanti reali qualsiasi. Questa serie fu chia- 
mata la serie ieta, di caratteristica * ^ /* j, e di periodi a^,,. 

\Ji,....KJ 

Sia p un intero divisibile per e,, ej,, . . . ., 6» e si ponga. 
p p p 

Indichiamo con v< un numero variabile tra e g^ — 1, e siano 
C, V .... V costanti arbitrariamente scelte. 



(^^) Culi R (a^fj indico, secondo couveiizioiii già usate, la |mrte reale 

di lltH' 
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Poniamo 








i/(j?„a?„...., a7„)== 








..V.* 


_ A. A, 


fl'.+ v 

in 

K 



ipx,,px,,..,.ni)j\;paj^). 



Troviamo la formola seguente, che definisce quale effetto 
produca sulla H una qualsiasi trasformazione di (t\ 

H(x, + Xi ^ + 2 t«i, ; x^ + KZ + 2j ^* «*•? ••••; -^n -r ^« r + 2 ^*«».) = 

(A„ Z, interi qualunque). . ' 

Se noi dunque teniamo fisso l'intero pj e le costanti g,j K, 
la funzione H resta moltiplicata per un fattore indipendente dalle 
costanti Cv V. . • • • V quando vi si applica una qualsiasi trasforma- 
zione di (?'; cosicché il quoziente di due tali funzioni H è una 
funzione invariante per G'. 

Le serie -B», definite più sopra, hanno dunque nel problema 
attuale, un ufficio affatto analogo a quello, che le serie 9 dei 
paragrafi precedenti hanno per i problemi, studiati in questo 
libro. Ciò spiega anzi perchè queste ultime serie abbiano pure 
ricevuto il nome di serie teta. 

Le relazioni, che legano tutte le funzioni invarianti per G\ 
sono poi perfettamente analoghe a quelle, che troveremo più 
avanti per le funzioni fuchsiane, kleiniane, iperfuchsiane, ecc. 

§ 43. -> La oonvergenza Aelle flerie ^ 

Ci volgeremo ora allo studio delle serie ?, limitandoci però 
a gruppi r di trasformazioni lineari intere omogenee ed a gruppi 
G iperfuchsiani, o iperfuchsiani misti p. d. t. i., i quali, come 
sappiamo, comprendono come caso particolare i gruppi fuchsiani 
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o fuchsiani misti. Ognuno di questi gruppi è un gruppo di mo- 
vimenti in una metrica Hermitiana semplice o mista, secondo 
che il gruppo è un gruppo iperfuchsiano puro o misto (*). Sia G 
un tale gruppo e supponiamo che un suo campo fondamentale 
non abbia vertici a distanza geodetica infinita nella metrica cor- 
rispondente. Le trasformazioni 

che portano un campo K fondamentale nei campi adiacenti, co- 
stituiscono un sistema di trasformazioni generatrici di G. (Il nu- 
mero A è un numero finito, perchè per ipotesi i campi fonda- 
mentali di G non hanno vertici a distanza infinita). Siai^o a„ a,, 
. . . . , a^k le trasformazioni corrispondenti di F, le quali pure for- 
meranno un sistema di trasformazioni generatrici di F. Le Si (e 
quindi anche le a,) saranno a due a due inverse, perchè, se T è 
una trasformazione di ff, che porta K in un campo adiacente, 
altrettanto avviene di Z*"*. Ricordiamo ora i risultati del § 33. 
Una trasformazione T di (?, che porti un punto A di JT in un 
punto A\ la cui distanza geodetica da ^4 è uguale ad l, si può 
scrivere^ sotto la forma: 

/Sji aS;« . . . . S'r 

dove il, i„ ...., ir sono interi uguali o distinti, minori o uguali ad A, 
ed «i, «i, ...., Sr sono interi positivi: e noi sappiamo (pag. 218) che 
esiste una costante a tale che si può supporre Si -\- s^ -\- .... 
-{' Sr<CoLl. La trasformazione x di F, corrispondente alla T, sarà 

la trasformazione oji a"< aV . Indicheremo con M una co- 

stante positiva, che supporremo cosi grande da soddisfare alle 
varie ipotesi, che faremo su essa più avanti. Intanto, se M è più 
grande del massimo valore assoluto dei coeflGicienti delle 0^(0 = 1,2, 
. . . . , A), i coefficienti di x saranno in valore assoluto minori di 



(•) Dico, per brevità, die uu gruppo e iin«i metrica uon iiiÌ8ti sono 
semplici o puri. 
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1 Sp*/. . 

(§ 1 j pag- 5) " ('^ ^) * ossia, se w -M > 1 (come possiamo sup- 
porre, prendendo M abbastanza grande) sono minori di 

1 



m 



{m My^ , 



Studiamo ora le serie 5, date dalla (10). Relativamente alle 
funzioni /*„ /*,, ....,/"„ facciamo le stesse ipotesi, che nel § 39 
(pag. 276) abbiamo fatto per f. Avverrà allora, analogamente a 
quanto vedemmo nel § 39, che si può supporre in un intorno 
i di un punto generico A: 

\f,(T,z) <M, 

purché M sia suflGicientemente grande. 

Se i coeflGicienti di t7' sono minori in modulo della costante P^j 
l'espressione v' fi{T^iv) sarà in modulo minore di m^^M, 

Consideriamo ora l'intorno i del punto generico A] e vediamo 
se le (10) sono in i assolutamente e uniformemente convergenti. 
Costruiamo col centro in A infinite ipersfere Z,, /g, /g, /^ . . . . il cui 
raggio geodetico /'nella nostra metrica) è rispettivamente uguale 
a r, 2r,3r,4r ...., dove r è una costante positiva qualunque. E sia v 
il volume (misurato nella nostra metrica) (§ 6, pag. 29) dell' in- 
torno /. Gli intorni, trasformati di i mediante le trasformazioni 
di Gy sono nella nostra metrica congrui a t? e perciò hanno lo 
stesso volume v. Sia X la massima distanza geodetica di due 
punti di i ; in tal caso X sarà pure la massima distanza geode- 
tica di due punti di un intorno, trasformato di i mediante una 
trasformazione di G, Quelli di questi intorni, che hanno almeno 
un punto compreso tra le ipersfere /„7>j, (*), saranno tutti interni 
aU'ipersfera W^ di centro -4, il cui raggio geodetico è (w -j- 1) r + X, 
e il cui volume è perciò minore (§ 16, pag. 102) di |x e*^*' ^'^^^ 
dove |i,*v sono* due costanti positive. Ora supporremo i cosi pic- 
colo, che due intorni et^uivalenti ad i non abbiano punti comuni. 



(*) Questo M è lui intero variabile, affatto distinto dal numero delle 
variabili indipendenti jr. Ogni equivoco è inq)os8Ìbile. 
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Ciò è possibile, perchè un gruppo iperfuchsiano p.'d. t, i. è (per 
i teoremi fondamentali della parte seconda) pr. dis. Gli intomi, 
equivalenti ad i, interni a W^j (essendo a due a due affatto esterni 
l'uno all'altro, ed avendo uno stesso volume t?) saranno dunque 
in numero minore di 

V 

Consideriamo quei termini della (10), che corrispondono a 
trasformazioni T,, di G, le quali portano i in un intorno, affatto 
esterno a /„, ma di cui almeno un punto giace tra /„ e 7,^.,. In- 
dicheremo una qualunque di queste trasformazioni con T^*\ Se 
q^ è il numero delle trasformazioni T^"^, sarà a fortiori 

L'indice di una di queste gr» trasformazioni T^*^ sarà minore di 
a [{n 4" 1) r + X], perchè ciascuna di esse deve naturalmente por- 
tare A in un punto interno a TK„, la cui distanza geodetica l 
da A non può essere perciò più grande di {n -{- l)r -\- X. L' e- 
spressione t7* fi {T,, x) che comparisce come fattore in ciascuno 
dei qn termini corrispondenti è dunque minore in modulo di 

Calcoliamo ora un limite superiore del modulo di D^ {x\ che è 
il secondo fattore, che comparisce in ciascuno dei g„ termini consi- 
derati. Come abbiamo ripetutamente osservato, A^ = D.^i)J= X)^)* 
è uguale alla radice quadrata del rapporto, che si ottiene divi-, 
dendo il valore, che ha il discriminante dell'elemento lineare 
della nostra metrica nel punto (x*), per il valore dello stesso di- 
scriminante nel punto {T.,x), Ora, se (x) varia in i, il valore di 
detto discriminante nel punto (x) è inferiore alla costante 3/, se 
M è abbastanza grande : se dunque P„ è il minimo dei* moduli 
dei valori assumiti dal detto discriminante negli intorni trasfor- 
mati di i mediante le citate trasformazioni 2''"^ si avrà in i: 

A^» / < >/3/"p:'- 
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Ora la minima distanza da i4 a un punto dell'intorno, in cui 
una delle nostre trasformazioni T^"^ porta i, non può essere per 
le nostre convenzioni minore di n r. E, se noi per semplicità 
trasformiamo le coordinate in modo che A sia proprio l'origine, 
avremo per i risultati, ottenuti in fine del § 16 (pag. 102), che: 

P. > A e"'" P-' < A-'e-""", 

dove A, 8 sono costanti positive. 

La somma S^ dei moduli dei q^ termini considerati è dunque 
minore di 

dove con L, y ho indicato due costanti positive. 

Ma evidentemente la serie dei moduli dei termini della (10) 
è uguale a 

2o-t-S» + l\ + ...., 

ed è quindi minore di 

X r 

"C)r 



Se p è così grande che y — s^ <C 0, quesf ultima serie è una 
progressione geometrica decrescente, e quindi la (10) converge as- 
solutamente e uniformemente nelV intorno i di un punto generico A. 

La precedente dimostrazione non si applica più, se un campo 
fondamentale possiede qualche vertice a distanza (non euclidea) 
infinita : si può anzi dimostrare che in tal caso le serie 5 wow 
sono, in generale, assolutamente convergenti. Il Poincaré ha di- 
mostrato però che esse continuano a essere assolutamente e uni- 
formemente convergenti nell'intorno di un punto generico A, se 
il gruppo G è un gruppo fuchsiano il quale soddisfa alle condi- 
zioni seguenti: 

1. Il campo fondamentale K di G ha vertici a distanza non 
euclidea infinita. Si suppone però che i lati e i vertici del campo K 
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siano in numero finito. Esisterà quindi soltanto un numero finito 
di sostituzioni, che portano ^in un campo adiacente; e noi po- 
tremo applicare al nostro gruppo i risultati del § 33. 

2. Costruito, come sopra, un sistema iii trasformazioni S ge- 
neratrici per il gruppo G, le trasformazioni a di F, che corri- 
spondono a quelle delle S^ che sono paraboliche, sono tutte simili 
a trasformazioni U. 

(Nel § 1, pag, 4, abbiamo definito le trasformazioni U). 

Per quanto nel § 37, pag. 262, si sieno dimostrati in casi assai 
più generali i teoremi di esistenza per le funzioni zeta-automorfe 
di una sola variabile, pure daremo la dimostrazione diretta del 
teorema di Poincaré, vista la grande importanza delle serie (. 

Secondo i risultati del § 32 (pag. 214), supporremo che ogni 
vertice parabolico il di AT costituisca da se solo un ciclo, cosicché 
i due lati di À', uscenti da A, siano trasformati l'uno dell'altro 
mediante quella trasformazione S, che lascia fisso il punto A. 
Riprendendo le precedenti notazioni, si trova ancora che una 
qualsiasi trasformazione T di G si può scrivere nella forma 

/Sji S'i* . . . . S'r («1, «2, . . , ., Sr interi positivi) 

dove la somma degli esponenti «, corrispondenti a trasformazioni 
Si non paraboliche, è minore di oc l, e la somma dei logaritmi 
degli esponenti «, corrispondenti a trasformazioni St paraboliche, 
è minore di a, l (a, ol,^ = cost.) (§ 33, pag. 224). La trasforma- 
zione corrispondente t di F sarà uguale a aji oj» , , . . a;i- , dove una 
0,, che corrisponda a una trasformazione parabolica St di Gj è 
per ipotesi simile a una trasformazione U. Se dunque M è una 
costante abbastanza grande, i coefficienti della trasformazione t 
di F saranno (§ 1, pag. 6) inferiori in modulo a 

dove q indica il numero delle trasformazioni paraboliche, conte- 
nute nel prodotto aS, /S, . . . . /S, , ed è quindi minore di «, l 
(a, = cost.) (§ 33, pag. 224). 
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Nel caso precedente si era invece trovato ohe i coefficienti 

di T sono inferiori a - (w Jlf)*'. E un tale risultato è perfet- 

m 

tamente simile all'attuale: in entrambi i casi abbiamo trovato 
infatti che i coefficienti della t sono in modulo minori di un 
esponenziale, la cui base è costante, e l'esponente è una fin- 
zione lineare di Z. La dimostrazione della convergenza delle serie (, 
per p abbastanza grande, continua perciò da questo punto in 
poi in modo affatto simile alla precedente. 

Anche nel caso attuale si può dimostrare, in modo affisktto 
analogo a quello, che usammo nella teoria delle serie 9, che si 
possono sempre scegliere delle funzioni /"i,/*», ....,/*«, in guisa 
che le 5 non si riducano a costanti. 

Dai risultati degli ultimi paragrafi si deduce che: 
Per ognuno dei casi, in cui abbiamo dimostrato la convergenza 
(assoluta e uniforme nell' intorno di un punto generico) delle 
serie 6 {delle serie 5 « 0), noi abbiamo contemporaneamente dimo- 
strato la risolubilità del problema fondamentale B {problema A) 
del § 17 (pag. 1()4), trovando di pia delle espressioni analitiche, che 
ci danno delle funzioni^ soddisfacenti effettivamente alle condizioni 
imposte dal nostro problema. 

La questione di trovare in questi casi tutti i possibili sistemi 
di funzioni, che risolvono i problemi A e B^ sarà trattata nei 
seguenti capitoli. 

Osservazione. — Ci si può anche proporre il nostro problema {A) nel 
caso che G sia uno dei gruppi di traslazioni, di cui abbiamo discorso al 
$ 42, pag. 293, pure essendo sempre T un gruppo di trasformazioni lineari 
intere omogenee. Le corrispondenti funzioni s si possono trovare, senza 
ricorrere a nuove trascendenti, ma restando nelP ambito delle serie Q, e 
degli esponenziali. 

Il caso più noto di questo problema è quello, in cui n ss ] . Per una 
trattazione diretta si vegga lo Schlesinger {Hmtdlmch thr Un. Dìferen 
tialgleiehunffeu. Tomo II, parte 2. a, pag. 403 e seg.) ed anche Picard 
(Tratte d'Aualijse. Tomo IH (1896), pag. 403 e seg.). 

Per noi il relativo teorema di esistenza si ottiene come caso partico- 
lare dei risultati del $ 37 (pag. 262), 



302 Capitolo Decimo — § 43. 

Osserviamo ora che la dimostrazione, da noi data nel caso di 
gruppi (? fiichsiani, o iperfuchsiani per la convergenza delle serie 
g, vale anche per le serie 9, che, come vedemmo, non sono che un 
caso particolare delle serie g. Dalle serie g si passa infatti alle se- 
rie 0, supponendo che m = 1, e che il gruppo F sia ridotto alla 
trasformazione identica; e in questo caso anzi la nostra dimo- 
strazione si semplifica grandemente, in quanto che, se tutte le 
trasformazioni di F sono uguali all'identità, è ben chiaro che si 
può supporre senz' altro nelF intorno i di un punto generico A 

He M è una costante abbastanza grande, E anche in questo caso 
si trova naturalmente ancora una progressione geometrica de- 
crescente, dalla cui convergenza si può dedurre la convergenza 
assoluta e uniforme della serie 9 in un intorno i di un punto 
generico A, Ma questa osservazione ci porta a un ulteriore ri- 
sultato. Supponiamo che i coefficienti delle trasformazioni di G 
sienò funzioni continue (analitiche) di certi parametri ^ijXs, ..,.,Xp. 
E sia X'„ X'„ , X'p un sistema generico di valori di questi para- 
metri. Supponiamo che, al variare delle X, in un intomo a delle X'„ 
il gruppo (? e la rete corrispondente di campi fondamentali 
variino con continuità. 

Se i è abbastanza piccolo, esso e gli intorni ad esso equiva- 
lenti per ogni trasformazione di uno di questi gruppi G (corri- 
spondente a un sistema generico di valori dei parametri X nel- 
l'intorno a) saranno a due a due esterni l'uno all'altro. Allora 
la progressione geometrica, con cui abbiamo confrontato la se- 
rie 6, è indipendente dai valori dei parametri X; quindi la serie B 
converge uniformemente anche rispetto ai parametri X in un in- 
torno di un sistema generico di valori di questi parametri. La 
serie H rappresenta quindi una funzione continua {analitica) di 
questi parametri (se p è abbastanza grande). Di questo teorema 
troveremo applicazioni molto importanti per la teoria dei gruppi 
fuchsiani. 
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Capitolo Undicesimo. — Applicazioni a gruppi particolari. 

§ 44. — Funzioni 0-faoh«iane e faolisiane. 

Si dicono serie B-fuchsiane le serie 8, quando il gruppo G è 
un gruppo fuchsiano su una variabile x. Noi abbiamo già visto 
in generale al § 41 (pag. 288), che si può sempre trovare una 
funzione f tale che (/*, p, x) non sia identicamente nullo. Nel 
nostro caso ciò si può anche dimostrare direttamente, osservando 
(pag. 287) che, se la /* è una funzione razionale di cui nessun punto 
singolare cade sul cerchio limite C e se essa ha entro il cerchio li- 
mite dei punti singolari che, a due a due, non sono mai equiva- 
lenti rispetto a (?, la serie 6 avrà uno e un sol termine singolare 
in ogni punto singolare per la /*, o equivalente rispetto a ff a un 
punto, in cui f è singolare. La funzione rappresentata dalla serie 
sarà dunque singolare in tutti questi punti e quindi non potrà 
essere identicamente nulla entro C, 

Noi vogliamo ora approfondire lo studio di queste funzioni. 
Osserveremo intanto che, in virtù della definizione stessa di 
gruppi fuchsiani (§ 22, pag. 187), il gruppo G trasformerà in se 
stessa ciascuna delle due regioni, in cui il cerchio limite C divide 
il piano 7c della variabile complessa x : e tanto nella regione R 
di 7c, interna a C, come nella regione i?", esterna a C, il gruppo G 
si può considerare come gruppo di movimenti in una metrica 
di Bólyai, rappresentata conformemente in tale regione. Le di- 
mostrazioni del Gap. 10 dimostrano entro 7? la convergenza delle 
serie 9, le quali possono al più avere singolarità polari nei punti 
singolari per f e nei punti equivalenti. Queste dimostrazioni si 
applicano anche alla regione 1?", esterna a C, con un'unica os- 
servazione. Nella regione K" esistono tutti i punti, trasformati 
del punto x = ^--^ per le trasformazioni di G; in ognuno di 
questi punti il lacobiano T) di una trasformazione di G, e quindi 
anche un termine della serie 9, diventa infinito. La serie 6 di- 
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venta dunque (in generale) infinita in tutti questi punti, ossia 
possiede in essi una singolarità polare. Per tutti i punti invece, 
. che non sono equivalenti al punto oj == oo, valgono le dimostra- 
zioni, date al Gap. 10, relativamente alla convergenza delle serie fl. 
Si debbono ora distinguere due casi: 

1. Il cerchio C è una linea singolare per il gruppo ff, il quale 
possiede cosi due reti di campi fondamentali affatto distinte, 
separate dal cerchio C Ogni punto di C è punto limite di infi- 
niti punti equivalenti rispetto a G] cosicché una funzione uni- 
forme ^ di x^ che riprenda lo stesso valore in punti equivalenti, 
non può essere regolare in alcun punto di C, La linea C è per 
ogni tale funzione 9 una linea singolare, oltre alla quale la 9 
non si può prolungare analiticamente. Noi potremo in tal caso 
limitarci allo studio della regione R: lo studio di R\ che porta 
a funzioni affatto distinte, si compie del resto con mezzi e con 
risultati affatto analoghi. Il quoziente di due serie dello stesso 
grado (che, come sappiamo, si può sempre supporre differente da 
una costante) rappresenta quindi due funzioni, invarianti per 0\ 
una esistente soltanto in if, l'altra esistente in R', 

2. Il cerchio C non è singolare per il gruppo G, il quale 
perciò possiede un' unica rete di campi fondamentali su tutto n. 
Il quoziente di due serie 6 dello stesso grado rappresenterà una 
unica funzione in tutto ti ; noi dovremmo quindi studiare le no- 
stre funzioni su tutto il piano tc. 

Noi ci limiteremo allo studio del primo caso, e precisamente 
studieremo, come dicemmo, le nostre funzioni in R] il secondo 
caso si studia con mezzi affatto simili, e anzi più semplici, per- 
chè il gruppo G non ha più la linea C come linea eccezionale. 

L'estensione dei nostri risultati a questo secondo caso sarà 
perciò lasciata senz'altro al lettore. 

Supponiamo costruita in R la solita rete di campi fonda- 
mentali normali ; e cerchiamo anzitutto di vedere come 8 « com^ 
porta in un punto A di un poligono fondamentale P, che ria 
lasciato fisso da qualche trasformazione non identica di G. Come 
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è ben noto, (§ 24, pag. 147, e § 32, pag. 207 e seg.) un tale punto A 
sarà un vertice di P, e il sottogruppo G' di (?, che lascia fisso Aj 
sarà un gruppo ciclico, generato da una trasformazione ellittica 
o parabolica di G, Supponiamo dapprima di essere nel primo caso. 
Allora, se la funzione f è regolare in A^ anche la funzione 9 {ftPy^) 
sarà regolare in -4, Se iP = a nel punto A, il gruppo G' sarà ge- 
nerato (§ 30, pag. 189) da una trasformazione T, definita da una 
equazione del tipo 



dove X ^ ^ h il punto trasformato di A nell'inversione per 
raggi vettori reciproci, definita dal cerchio C, dove g è l'ordine 
di G' (il periodo della T) e dove con Tx indico, al solito, il 
valore trasformato di x per la T. Il sottogruppo G' sarà formato 
dalle trasformazioni T» = 1, T, T^ ...., T'-\ Potremo (§ 3, pag. 12) 
trovare delle trasformazioni /Sq, aS„ aS^, tali che ogni trasfor- 
mazione di G si possa scrivere in un modo e in un modo sol- 
tanto nella forma S^T^ (p = 0, 1, 2, ^ g — 1). Sarà 

= S L, dove L. = 'f f (S, TP co) (^^^^ ^^)' • 

Posto E = o , ai ha, T^:-=-- e " ^. Avremo 

X — p 

Se noi sostituiamo Tx alla x, il secondo membro, che è una 

(d X V 
-pi gì , 

considerato come funzione di E = - - , è una funzione ra- 

^ X — p 

STrt 

zionale che resta inalterata, se noi alla ^ sostituiamo e ' §. 



(*) In questo paragrafo supponiamo senz' altro che / sia una funzione 
razionale. 

M 
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Quindi Lv (^ i~ e) ® ^^^ funzione razionale di 5'j che indiche- 
remo con ^y (§'). Si avrà dunque ; 

Ora la f ha per a? = a al massimo una singolarità polare. 

Quindi S ^'v (5') è una funzione analitica monodroma di 
5' = ( — — -^) ? ^^^ ^^ ^^ massimo una singolarità polare di un 
certo ordine finito h per 5' = 0, ossia una singolarità polare di 

ordine h g nel punto 5 = (a; = a), quando si assuma co- 

X "~"" ce 

me infinito principale. La / — -^-^ M si comporta per ? = come 

(1 V 1 

- ì . Quindi, se si assume ^rz^„ come infinito principale, la 

diventa infinita di ordine p -]- hg {h = intero finito). 

Ma, se ora ricordiamo (§ 36, pag. 263) che 5' = r ~ ^ j 

è la variabile principale relativa al punto a: = a, siamo indotti 

(/p Qg\ -9 
Q I come infinito principale nel punto 

ar — a, imitando quanto si fa nella teoria delle superficie rieman- 
niane. Con questa convenzione, una serie 9 di grado p avrà nel 
punto aj ^= a un polo di ordine fe + ^ , o, come diremo anche, un 

infinitesimo di ordine— -7k — ^ , quando si consideri un punto re- 
golare come un polo, o come un infinitesimo di ordine nullo, e 
quando si ritengano equivalenti le due seguenti locuzioni: 

Un punto è un polo di ordine k. Un punto è un infinitesimo 
di ordine — k. 

Ricordando ora che [-,-. — ^-J ^ (f, p, x) è sviluppabile fe- 
condo le potenze di §', troviamo : 

Una funzione, che sia quoziente di due serie 9 dello stesso 
grado, è nel punto A sviluppabile in serie di potenze della corri- 
spondente variabile principale 5'. 

Studiamo ora un vertice A di P posto su C. 
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Ammetteremo che P abbia un numero finito di lati^ e che 

quindi A non sia punto limite di infiniti vertici di P, Il punto A 

sarà lasciato fisso, come abbiamo già detto, da una trasformazione 

parabolica T di G 

1 1 



Tx — a X' 



-|- Y (y =* cost.). 



Come sopra, potremo trovare delle trasformazioni ;So= 1,jSi,ìS,.... 
tali che ogni trasformazione di G si possa scrivere in uno e in 
uno solo modo sotto la forma /S, 7>'(v = 0,l,2,...)(p = 0, + l, + 2...). 
E avremo 

9- Si. dove Ì.= J;/«J..,{1«||15)'. 



P=-QO 



Posto g = ?-5-* _Jl_ si ha r§ = 5 + 2ni. 
y X — a' 

Posto M, = L, (j-|)':= S/-(«, J^x) (^%p)', sarà 
e = + (a; - a)-*' Q, dove Q - /^ ^^^ S M,. 

Se noi in if^ sostituiamo To? al posto di ar, la M^ resta chia- 
ramente inalterata. Dunque ilf^, considerata come funzione di (, 
resta inalterata per la trasformazione 5' =" § + 2 ir i. Essa è dun- 
que una funzione uniforme detta variabile principale t relativa 
al punto a; = a (pag. 263). 

[Ricordiamo che si è supposto che la funzione f non abbia 
alcuna singolarità sul cerchio limite C. Esisterà allora in P un 
intomo i (§ 36, pag. 261) di A (relativamente al gruppo G\ in 
cui non cadrà alcun punto equivalente a un punto singolare 
della f'j (questo intorno sul piano della corrispondente variabile 
principale t ha per immagine un piccolo intomo i' del punto t^O). 
In questo intomo i (escluso al più il punto A) la M^ è una fiin- 
zione regolare uniforme della x, senza punti singolari. Che cosa 
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avviene di ilf^, quando facciamo tendere, entro questo intomo, 

il punto X al punto A? Io dico che M^ tende a zero. Infatti 



p 



A«.-»)(^.WMr-lr)'l---?l^1''^ 



dove H^ è il massimo modulo di 

idS^TPxY 



/dS^TPxy 



È ben evidente che H^ è finito. Intanto, per le ipotesi fatte 
sulla /*, questa è una funzione limitata nell'intorno i di A, e 

j or rpp ^^ 

negli intorni equivalenti. L'espressione —;,-rpò — ■ ® P^^ ^ valore 

j or 

di , ^^ nel punto y z=. T^ x\ se cioè S^ è definito dalla 
a:' = ^-S,siha: 

dTPx ~(xy + a)«' '^''"'^ y- ^ ^. 

Se T è uguale a zero, questa espressione è costante (non di- 
pende da o) ed è a fortiori limitata. Se t =f= 0, questa espres- 
sione è ueruale a -s -; « dove v = 7^ . Ora -« è una co- 

^(s^ + f) 

stante, ed è quindi una quantità limitata; la somma y -\ — è 

in modulo uguale alla distanza del punto y= T^x dal punto , 

che è il trasformato del punto :r = ooj mediante la S~^ (**). Questo 
punto è certamente esterno a C, mentre il punto l^.r è interno 
a C per ogni valore di p. Quindi (y + -) non può essere infi- 
nitesimo, e perciò - ^ è certamente limitato. In conclu- 



(. +-v) 



(*) La serie S ' — j r- ■ è convergente. 

(**) Il che del resto non è die un caso particolare di quanto fu detto 
a pag. 284-285. 
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sione dunque H^ è finito. Ci basterà dunque dimostrare che 



lim S 



^ri-"- 



Supponiamo, per fissare le idee, che il cerchio limite sia il 
cerchio xtq^^I e che a=l. Affinchè la T trasformi Cin se stesso, 
deve essere y = f X (X = cost. reale). Se il punto .r si muove enr 
tro i, avvicinandosi ad -4, allora, posto x — 1 ==^ b -{• ic, la. b 
resta negativa, il rapporto resta compreso tra limiti finiti, e 

lim 6 = lim e = 0. Ora, posto 5 = w + « t?j si trova che — = — ^ 

resta compreso tra limiti finiti, che tt -|- it? = j- r^^-^ » © 

quindi che lim u = lim - ^ ^^^ ^ = co. Poiché evidente- 



mente 



' '>+(!)■ 



™ _ , 1 2n dTPT ^ _2n f 1 \* 

"" ■" " "^ 5 + 2n«p X ' d f "X \§ + 2rttp7 

sarà 

CO ^ co 1 

dove Z7 = U ^- -_^ ^2 VpT^»]' ' ^ = S [„« + (e _ 2 tc p)«]' 

Se noi supponiamo, per fissare le idee, che r > 0, ne abbiamo 

che i termini della serie U sono minori dei termini corrispon- 

/ 1 \*' 
denti della serie (convergente) S [o^—j • La serie Uè quindi 

uniformemente convergente; e, per trovarne il limite per % = (x>, 
si può passare al limite termine a termine. Si trova così lim U= 0. 

«=Q0 

Studiamo ora la serie 

00 1 



Indico con ] ,f ? il minimo intero non inferiore a f . La 
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somma Vi dei primi | \ termini della serie V non può supe- 



rare evidentemente 



Per calcolare un limite superiore della serie V — FI, si os- 
servi che per p > | ^ 5 si ha 



» ■ k V 

2^1 ^ P- 2^ 



cosicché, posto p = a + j ^ - 1 , si ha che ogni termine della se- 
rie V — Fi è minore o uguale al termine corrispondente della 



sene 

OD 



^ (n.* 



Cosicché infine si ha: 

Come sopra, si trova che lim W=0. E, quindi, poiché - è 



compreso tra limiti finiti, si ha lim F = 0. E quindi 



u 



11 = 00 



lim S "^V^/ = '^,'' "[lim CT+lim v] =0. 

Air identico risultato si perviene per v negativo. 

e. d. d; 

Dunque M^ é regolare in tutto un intorno di -4 e si annulla 
in A. Considerata come funzione della variabile principale t 
(pag. 263), la M^ sarà una funzione regolare in tutto un intorno t' 
del punto f == (e si annullerà in questo punto). Essa sarà dun- 
que sviluppabile in una serie di potenze ascendenti della t. 

Perciò Q = ("■- -j S J/^ è in i' uguale a una serie di fun- 
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zioni regolari in tutto i: questa serie (per i teoremi dimostrati 
sulle serie 9) converge assolutamente e uniformemente in qualsiasi 
porzione di i', che non contenga ne all'interno, ne sul contorno 
il punto ^ = 0. Dunque Q non ha in t nessun punto singolare, 
eccetto al più il punto t = 0. Essa è dunque sviluppabile in 

00 

una serie V^ a. i*. Io dico che a, = 0, se /< ^ — 1. Infatti, se 

-30* 

/? ^ — 1, si ha: 2 tz i ol, = ì Qt-^*^^^dt^ dove l'integrale è esteso 
a un piccolo cerchietto y, interno a i\ col centro nel punto ^ == 0. 
Ma lungo questo cerchio la serie S M, converge uniformemente; 
quindi 2nia, = j Qt-^"'^ d t === ^j M, r^'^'^ d t. Poiché M, è 
regolare in tutto i ed è nulla per ^ = 0, si ha / M^ t^^'^^^ dt == 0. 
Quindi a, =^ per « ^ — 1 come avevamo enunciato. 

Dunque Q è una funzione regolare in tutto i" (che è anzi 
nulla per t =*= 0). 

La funzione 9 è perciò uguale al prodotto di (r — a)-** per 
una funzione uniforme della variàbile principale t, regolare (ed 
anzi nulla) nel punto f = {ossia nel punto x = a). Dal compor- 
tamento delle serie 9, si deduce che una funzione, che sia quo- 
ziente di due serie 6, ha al massimo una singolarità polare nel- 
l'intorno di un punto qualsiasi di un campo fondamentale P, 
quando vi sia considerata come funzione della corrispondente 
variabile principale. E si capisce già da questo fatto che, se P 
ha un numero finito di vertici, le funzioni analitiche, invarianti 
per tf, dedotte con le serie di Poincaré, sono identiche a quelle, 
che si trovano col metodo del § 37. 

Poincaré ha trovato, usando la teoria dell'indicatore loga- 
ritmico, una elegante relazione tra il numero degli zeri, e quello 
degli infiniti di una serie 0: quanto vi è per noi di essenziale 
in un tal risultato, sarà ottenuto più avanti con metodo indiretto. 

Le funzioni invarianti per G ottenute con i metodi del § 37, 
oppure i quozienti di due serie 9 dello stesso grado, oppure le 
funzioni razionali di due o più di tali quozienti, godono dun- 
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que delle seguenti proprietà (quando un campo fondamentale P 

di G ha un numero finito di vertici): 

1. Esse sono invarianti per il gruppo G. 

2. NelV intorno di un punto qualunque A di P o di un punto 
equivalente, esse presentano al più una singolarità polare, quando 
vengano considerate come funzioni della corrispondente variabile 
principale. 

Tutte le funzioni, che godono di queste due proprietà, si di- 
ranno funzioni fuchsiane (relative al gruppo G), 

Una funzione fuchsiana cf (o una funzione 6, non identicamente 
nulla) non può possedere infiniti zeri entro un campo fondamen- 
tale P. 

Infatti gli infiniti punti A^, A^, .,.., in cui o 9 si annul- 
lassero entro P, possiederebbero almeno un punto limite A entro 
o sul contorno di P, che sarebbe un punto, in cui fl o qp possie- 
derebbero una singolarità non polare. Dunque A sarebbe un 
punto X = OL lasciato fisso da una trasformazione parabolica T 
di G, e quindi posto sul cerchio limite C. Ora nei punti Ai (non 
equivalenti rispetto a G\ la variabile principale f, corrispondente 
al punto ^, prende valori distinti ^„ ^j, ...., tendenti a zero. 

La funzione 9, oppure la Q = (r — a)*** 9 sarebbero funzioni 
uniformi di t, nulle per ^ = f„ ^.^, ...., che per f == avrebbero 
al massimo una singolarità polare : ciò che è assurdo, perchè 
lim t^ = 0, e una funzione regolare, o dotata al più di una sin- 
golarità polare per f =^ 0, non può avere infiniti zeri in un in- 
torno di f = 0. 

Ogni funzione z, quoziente di due serie 8, invariante per G, ed 
ogni funzione razionale di tali funzioni z, (che sarà pure inva- 
riante per G) 0, più in generale, ogni funzione fuchsiana riprende 
entro un campo fondamentale P ogni suo valore un numero finito 
di volte soltanto. 

La dimostrazione si compie in modo analogo al precedente. 
Preciseremo anche maggiormente questi risultati. Consideriamo 
come non distinti rispetto al gruppo G due punti equivalenti 
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rispetto a G, Se in un punto A la funzione 09 — h {h = cost.) 
ha uno zero di ordine m, noi diremo che in -4 la 9 prende m volte 
il valore 00 (o il valore 7i), e considereremo A come la sovrap- 
posizione di m punti infinitamente vicini, in cui 9 ha il valore 
00 o il valore h. 

Con queste convenzioni, i risultati precedenti si possono enun- 
ciare anche cosi: 

Una funzione fuchsiana 9 riprende ogni suo valore in un nu- 
mero finito di punti distinti {rispetto a G) (i quali punti possono 
essere tutti, o in parte infinitamente vicini). 

Anzi possiamo dire di più: 

Una funzione fuchsiana 9 riprende ogni valore lo stesso nu- 
mero di colte. 

Questo teorema è analogo ad un noto teorema della teoria delle 
funzioni razionali su una data superficie di Biemann; e si di- 
mostra, come vedremo, precisamente nello stesso modo. L'ufficio, 
ohe hanno i tagli, che rendono semplicemente connessa una su- 
perficie di Riemann è, nel caso attuale, adempiuto dal contorno 
di un poligono fondamentale P, Siccome le funzioni fuchsiane 
9, 9 — h (A = cost. arbitraria) hanno gli stessi poli, e siccome 
9 = A quando 9 — A è nullo, basterà dimostrare che una fun- 
zione fuchsiana ha lo stesso numero di zeri e di infiniti. Per 
comodità considereremo (secondo una convenzione fatta più so- 
pra) un polo di ordine ni o un punto regolare come un infini- 
tesimo di ordine — m, o di ordine 0. 

Con queste convenzioni, il teorema da dimostrare diventa il 
seguente: La somma degli ordini degli infinitesimi di una funzione 
fuchsiana 9 è nulla. 

Sia P un poligono fondamentale; poiché punti equivalenti 
per G non si considerano come distinti, noi potremo limitarci 
a studiare quanto avviene in questo poligono. Siano -4„iij, ....,^4 
i punti del contorno di P, che, o sono vertici di P, o sono zeri 
o poli effettivi della funzione 9. Noi potremo naturalmente con- 
siderare tutti questi punti come vertici di P; naturalmente però 
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i lati uscenti da uno di questi vertici possono formare un an- 
golo piatto. Sui due lati ^|4,_i, -4|^, ^i uscenti da un punto At 
prendiamo rispettivamente due punti i?„ C, (*), abbastanza vicini 
ad -4j, in guisa tale che, se i lati A^ ^r+i? A, A^^^^ di P sono equi- 
valenti, i punti Br^i,Cr del primo siano equivalenti ai punti 
S, +i> 0, del secondo. Congiungiamo £„ C, con un arco di cercbio 
I(j ortogonale ai lati-4<-B<, ^<C<. Se jB„ C, sono abbastanza vicini 
ad Ai, noi potremo supporre che entro il piccolo triangolo cur- 
vilineo 5, limitato dai tre archetti Af Bt, Ai Ci, -B, (7, la funzione 9 
non abbia, oltre eventualmente il punto -4,, alcun altro zero 
polo effettivo. Indicheremo con P' il poligono, che si ottiene, 
togliendo da P tutti i triangoletti 8,. 
I lati di P" sono di due specie: 

1. I lati della prima specie sono pezzi dei lati di P, a due 
a due equivalenti, che noi indicheremo con Xi,X'i; X^X',; X^jX', ...., 
in guisa che i lati X„ X'< sieno tra loro equivalenti rispetto a O. 

2. I lati della seconda specie sono gli archetti Zj, Z,, . . . ., 2;^. 
La somma degli ordini degli infinitesimi di 9 entro P" è data 

dall' integrale / ? esteso a tutto il contorno di P', percorso in 

guisa da lasciare a sinistra i punti intemi di P'. Ora in punti 
corrispondenti di due lati X<, X'< la 9 ha lo stesso valore. Se M, N 
sono gli estremi di X„ e M\ N' gli estremi equivalenti di X'„ al- 
lora, se X, è percorso nel verso MN, il lato X', è percorso nel 

verso N' Af (**). Quindi, nel calcolo dell'integrale / ^, i lati 

J 9 
Xo X'< portano contributi uguali e di segno opposto, che si eli- 
minano. Basterà dunque che cerchiamo quale contributo porta- 
no i lati Z„ Z,, ....,*Zfc. Sia At^ uno dei vertici -4,; e siano p. es. 



(*) Se k è il iiiiiiiero dei vertici di P, polliamo A^^A^, B^^Bq , 
Cu = Oo, A„^i = Al, ecc. 

(♦♦) Infatti la tnisforniazione che porta M N in M' N' porterà P in 
un poligono equivalente P', Poiché, percorrendo X| nel verso M N, si 
lascia P a sinistra, allora, percorrendo X* nel verso M' N% si lascia P" a 
sinistra e quindi si lascia P a destra. 
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Af ^ Ai ,...., ^1,. quelli dei vertici A^ che sono equivalenti ad Ai 
ossia formano con Ai uno stesso ciclo, e non si devono quindi 
considerare come punti distinti da Ai . Come abbiamo già detto al 
§ 36, pag. 264, noi possiamo rappresentare i triangoli 8, ,5, , . ..., 8^ 
sul piano della corrispondente variabile principale t in altret- 
tanti triangoletti, che, presi insieme, formino un unico cerchietto 
col centro nel punto ^ = 0. Gli archetti immagine di Z| , i< , ...., Z, 
costituiscono la periferia 8 di questo cerchietto; e se noi ricor- 
diamo che li deve essere percorso in guisa da lasciare P a sini- 
stra, ossia Ai a destra, vediamo facilmente che il verso corrispon- 
dente, secondo il quale resta percorso «, è quello, che lascia a 
destra il punto ^ = 0, immagine dei punti Ai ^ Ai y ,.,,^ Ai . La 
somma dei contributi portati dagli archetti li ^ If j ...., It nel cal- 
colo di / * è uguale quindi all' integrale / — ? , esteso all' ar- 
chetto «, percorso in guisa da lasciare a destra il punto ^ = 0. 
Sia — Y il valore di questo integrale ; per un noto teorema della 
teoria delle funzioni di variabile complessa, abbiamo che la 9, 
considerata come funzione della variabile principale t, avrà nel 
punto t = un infinitesimo di ordine y. (Se Y = 0, o se y è 
negativo, il punto t = sarebbe un punto di regolarità, o un 
polo, conformemente alle nostre convenzioni). Quindi, ricordando 
le definizioni da noi date più sopra, avremo che i punti Ai , ..., Ai 
(che non si debbono considerare come distinti, perchè sono equi- 
valenti rispetto a G) equivalgono per la 9 a un infinitesimo di 

ordine y. Quindi l'integrale 1 ^, esteso al contorno di P', os- 
sia la somma degli ordini degli infinitesimi della 9 entro P', è 
uguale alla somma degli ordini degli infinitesimi, che la 9 ha 
nei punti -4i, -4,, ...., -4^, cambiata di segno. Questi punti non 
appartengono a P, ma appartengono a P. In ogni altro punto, 
estemo a P, ma appartenente a P, la 9, per definizione, non può 
avere ne zeri, ne infiniti. Quindi: la somma degli ordini degli 
infinitesimi, che 9 ha in P', è uguale alla somma, cambiata di 
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segno, degli ordini degli infinitesimi, che 9 ha nei punti di P, 
non appartenenti a P. Ossia la somma degli ordini degli infi- 
nitesimi, che 9 ha in tutto il poligono P (cioè nel poligono F e 

nei punti A) è nulla. 

e. d. d. 

H precedente teorema ci permette di dimostrare il primo dei 
seguenti due teoremi fondamentali per le funzioni fuchsiane: 

Due funzioni fuchsiane 9, ^i, corrispondenti allo stesso gruppo Gj 
sono sempre legate da una relazione algebrica (a coefficienti co- 
stanti). 

Infatti, se 9 riprende entro C ogni valore k volte, a ogni 
valore di 9 corrisponderanno Jc valori di cp„ (distinti o coinci- 
denti tutti o in parte). Ogni funzione simmetrica O di questi Jc 
valori è perciò una funzione uniforme di 9, che evidentemente 
in nessun punto può avere una singolarità essenziale, ed è quindi 
una funzione razionale di 9. Se dunque 

vi + ai9i"' + + a*-i9i + a* = 

è l'equazione, che determina questi k valori di 91, le a sono ftm- 

zioni razionali di 9. 

e. d. d. 

Consideriamo ora due funzioni fuchsiane ^i, z^, ciascuna delle 
quali sia quoziente di due serie 0, oppure sia una funzione ra- 
zionale di tali quozienti. Esse saranno legate da una relazione 
algebrica X (2i,2j,)=0, individuante una superficie Riemanniana jP. 
A ogni punto di P corrisponde un valore di 2i, e uno di z,, e 
quindi un punto di F. E, considerando al solito come non di- 
stinti punti di P equivalenti rispetto a G, la corrispondenza è 
continua. Se dunque 9 è una qualsiasi funzione fuchsiana, essa 
si potrà considerare come una funzione della superficie F. Io 
dico che si possono scegliere 2„ 2, in guisa che ogni funzione 
fuchsiana 9 sia una funzione razionale della superficie Bieman- 
niana P, ossia una funzione razionale delle due variabili 2i, 2,, 
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legate dalla \ {z^Zi) = 0; ne risulterà dimostrato contemporanea- 
mente che ogni funzione fuchsiana si può esprimere razionalmente 
per mezzo di funzioni 8. 

Infatti dal teorema precedente sappiamo che 9 è una funzione 
algebrica di 2, e di z^. Basterà dunque dimostrare che si possono 
scegliere 2,, z^ in guisa che ogni funzione fuchsiana 9 abbia un 
solo valore in un punto generico Zi = a, 2» = p di F^ ossia che 
esista in P un solo punto (quando punti equivalenti di P si 
considerino come non distinti), in cui le funzioni 2„ z^ assumono 
un sistema generico di valori 2, == a, 2^ = p. Ora sia x = ft„ 

jT = jij, j ;r = |i» un sistema di punti distinti, in cui la z^ 

(scelta comunque come quoziente di due serie J dello stesso grado) 
assume il valore generico Zy = a. Potremo costruire due funzioni 
61, 65, di uno stesso grado p, la prima delle quali diventi infinita 
soltanto per x = jii j mentre la seconda resti finita e differente 

da zero per .r = [x,, , .r = jijk (*). Allora 2, — ^^ è infinita nel 

"9 
punto X = \ixi e non è infinita in alcuno dei punti :r = |ij, . . . . , 

X =« fifc. Esiste dunque in P un solo punto, in cui z^ ■= a, z^ = cxo. 

e. d. d. 

Più avanti (§ 47) dimostreremo con altro metodo un teorema, 
che comprende il precedente come caso particolare. 

Quindi: 

Ogni funzione fuchsiana è una funzione razionale di Zy, 2, 
(e quindi si può esprimere razionalmente mediante serie f>). 

Dalla precedente dimostrazione segue di più che un punto ge- 
nerico di F corrisponde a un punto e uno solo di P, quando non si 
considerino come distinti punti di P, equivalenti rispetto a G. 

Perciò la superficie Riemannìana F, o, ciò che è lo stesso, 
una superficie i cui punti sono in corrispondenza analitica biuni- 



(*) La esistenza di una tale funzione 9, ^i diniostra con metodi affatto 
simili a quelli usati al $ 41, pag. 288. 
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vaca col punti di F si può costruire^ piegando P in guisa, che 
punti equivalenti del suo contorno vengano a coincidere. Ecco cosi 
un'altra volta ancora ritrovata la tanto fondamentale analogia 
tra le superficie Riemanniane e i campi fondamentali con un nu- 
mero finito di vertici! 

Le funzioni razionali di F non sono che le funzioni fuchsiane 
le quali, come dicemmo, si possono esprimere tutte razionalmente 
mediante le serie 6. 

E dal fatto che i punti di F sono in corrispondenza biuni- 
voca coi sistemi di punti di R, tra loro equivalenti, si deduce 
facilmente che: Le funzioni uniformi di j", invarianti per G, non 
sono altro che le funzioni uniformi sulla superficie Riemanniana F. 

La Xj considerata poi come funzione dei punti della superfi- 
cie Fj immagine di P, è una funzione a infiniti valori su F, 
tale che da uno dei suoi valori si passa a ogni altro mediante 
una trasformazióne lineare (del gruppo G). Questa funzione x 
dei punti di i^ è però monodroma in ogni porzione semplice- 
mente connessa di F. Essa si può quindi considerare come una 
generalizzazione degli integrali abeliani. L'unica differenza è 
questa: un integrale abeliano aumenta soltanto di una costante, 
quando si attraversa uno dei tagli, che rendono semplicemente 
connessa la i^; la funzione x subisce invece una trasformazione 
lineare. Di più le coordinate ^^^g dei punti della curva, di cui 
F è immagine, sono funzioni uniformi (fuchsiane) di Xj appunto 
come le coordinate dei punti di una curva di genere 1 sono 
funzioni uniformi (ellittiche) dell'integrale abeliano di prima 
specie. La questione di riconoscere se per ogni curva f (5, yj) = 
si possa trovare un parametro a?, in guisa che 5, >] siano funzioni 
fuchsiane uniformi di a?, è caso particolare di una questione, che 
tratteremo più tardi. (Gap. 12). 

Consideriamo ora la -^^ . Poiché z^ è invariante per (?, que- 
sta derivata, quando la x subisce una trasformazione T di (r, 
sarà moltiplicata per l' inversa del lacobiano D (x) di T. Quindi 
la funzione (-i- M si comporta, rispetto al gruppo G, come una 
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funzione 6 (/',jp, x) (cfr. la (7) del § 39, pag. 272). Sia ora M una 
qualsiasi funzione uniforme della x, che soddisfi alla M{Tx) = 
= M (x) D~' {x\ e che nei singoli punti di R abbia uno svi- 
luppo in serie della stessa natura di quello, che noi in questo 
paragrafo abbiamo trovato per le serie 6. Allora si riconosce fa- 
cilmente che - j "T è una funzione fuchsiana, e quindi è espri- 

mibile razionalmente mediante serie 9. E altrettanto avverrà di 
~^ , se &k, 9fc^p sono funzioni 9 di grado 1c,,1c-\-p (dove k è così 

grande, da assicurare la convergenza delle serie 6^); altrettanto 

(d z \^ 6 
-^^1 ^j * . Dunque: 

Ogni funzione M uniforme della x, che soddisfi alla M{Tx)^=^ 
= M{x) D~'^{x) {p intero), e che in ogni punto di R si comporti 
come una funzione 0, è una funzione razionale di serie 0. Ciò che 

avviene in particolare per ( . *) (*)• 

Ogni tale funzione M si può scrivere evidentemente sotto la 
forma { .-;) o, dove p iìidica una funzione fuchsiana ossia una 
funzione razionale di z^yZ^. 

In particolare dunque per studiare il comportamento su F 
della M^ o in particolare di una funzione 0, basta studiare quello 

di j , M , in quanto che sappiamo già che p è soltanto una fun- 
zione razionale su F, Cosi p. es. dal fatto che p ha tanti zeri 
quanti infiniti, si deduce che la differenza 5 tra il numero degli 
zeri e quello degli infiniti di My e in particolare di una funzione 6 
di grado p, è uguale alla differenza tra il numero degli zeri e 

d z ^ ^ 
quello degli infiniti di ' ^\ e dipende quindi soltanto dal grujjpo 

• a X I 

G e da p. Anzi 8 è proporzionale^ se G resta fisso, al numero p. 
Una più precisa determinazione di questo numero 5 è stata fatta 



(•) Uno studio più approfondito di questo teorema si trova, con me- 
todo differente, svolto nelle Memorie originali di Poincaré. 
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da Poincaré, studiando l'integrale f-^, esteso al contomo di 
un poligono fondamentale P. Notiamo infine che i risultati ot- 
tenuti nell'ultima parte di questo paragrafo furono soltanto di- 
mostrati nell'ipotesi che un campo fondamentale non abbia un 
numero infinito di lati. Lo studio di quest'ultimo caso presenta 
difficoltà assai gravi (*), finora insormontate. 

Risultati perfettamente analoghi valgono per i gruppi fuchsia- 
ni O, per cui C non è linea singolare, e in generale per i 
gruppi kleiniani Q (pr. dis.) il cui campo fondamentale ha un 
numero finito di lati. In particolare anche in questi casi vale il 
teorema seguente (che si potrebbe del resto dedurre dai risul- 
tati del § 37). 

Le funzioni uniformi invarianti per G non sono che le fun- 
zioni uniformi sulla superficie Riemanniana Fj che si ottiene pie- 
gando un poligono fondamentale P in guisa che punti equivalenti 
del contorno di C vengano a coincidere. Le funzioni razionali su F 
non sono che quelle funzioni uniformi, invarianti per O, che in 
ogni punto A, considerate come funzioni della corrispondente va- 
riabile principale, non hanno singolarità essenziali, e sono tutte 
razionalmente ottenibili mediante funzioni 6. Queste funzioni si di- 
cono le funzioni fuchsiane (o kleìniane) corrispondenti al gruppo G. 

% 45. — Paitioolari funzioni faoluiiaae e kleiniaae. 

Tra queste funzioni sono specialmente notevoli quelle che sono 
invarianti per un gruppo G di movimenti euclidei; tra queste 
le più conosciute sono le funzioni invarianti per un gruppo, che 



(*) Le difficoltà che si incontrano provengono p. es. da ciò che è dif- 
ficile studiare il comportamento delle serie fl in quei vertici di P, che 
sono punti limiti di infiniti altri vertici di P. La superficie Riemanniana 
F, immagine di P, potrebbe avere un genere infinito. Così pure non si 
potrebbe dimostrare (almeno coi metodi precedenti) che una funzione 
fuchsiana ha in F tanti zeri che infiniti ecc. 
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ha come campo fondamentale un parallelogrammo K, i cui lati 
opposti sono equivalenti. Un tale gruppo G è formato di tras- 
formazioni del tipo 

a?' = a?-|-wa)-f-w(«)' 

dove m, n sono interi (variabili da trasformazione a trasforma- 
zione) ed 0), (o' sono costanti del gruppo, il cui rapporto è com- 
plesso. Le funzioni corrispondenti sono le funzioni ellittiche di 
periodi o), w'. Se f(x) è una tale funzione, anche f (x) è ancora 
una funzione ellittica di periodi (i), o)'; tra due funzioni ellittiche 
f{x)j 9 (x) cogli stessi periodi passa una relazione algebrica. Se 
il dare i valori di f (oj), 9 (x) individua il punto corrispondente 
di Kj allora la superficie riemanniana F, immagine della equa- 
zione algebrica, che lega /*, 9, è in corrispondenza biunivoca coi 
punti di /f, quando al solito non si considerino come distinti 
punti equivalenti del contorno di K. Ogni funzione ellittica di 
Xj coi periodi O), o)', p. es. /" sarà funzione razionale di F. Ora, se 
noi pieghiamo K in guisa che punti equivalenti del suo con- 
torno vengano a coincidere, otteniamo evidentemente una super- 
ficie del tipo del toro^ cioè una superficie di genere 1. Le /"(ir), 9 (a;) 
saranno dunque legate da una relazione algebrica H (/", 9) = 

di genere 1. La x considerata come funzione dei punti di i^ è 

d X 1 1 

una funzione sempre finita, tale che -t-> = ;?,. Ma ^, è una fun- 

^/ / . / 

zione razionale su F, La x sarà dunque un integrale abeliano 

di prima specie su F^ i cui periodi sono o), w'. 

La teoria degli integrali abeliani insegna che viceversa le 

funzioni razionali su una superficie di genere 1 sono funzioni 

ellittiche del corrispondente integrale abeliano di prima specie, 

il quale è determinato a meno di un fattore costante. 

Altre notevoli ftinzioni si ottengono, partendo dai gruppi del 
§ 34 (pag. 225) e specialmente del § 35 (pag. 239). H campo 
fondamentale K di uno di questi gruppi G è somma di due po- 
ligoni P, P' adiacenti, a lati circolari, aventi a comune un lato 

SI 
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A^ A^, e trasformati l'uno delP altro nell'inversione per raggi 
vettori reciproci T definita da questo lato. Noi potremo anzi 
trasformare G e K mediante una inversione per raggi vettori 
reciproci per modo che A^ A^ sia l'asse reale del piano della x. 
Se A^j Aq^ . . . ., A„_i sono i residui vertici di P, e A\j A'^, ...,, 
A',_i sono i vertici corrispondenti di P, il campo K possiede 
gli n cicli di vertici (non accidentali) formati rispettivamente 
dal vertice A^^ dai vertici A, e A', (t = 2, 3, ...., n — 1), e 
dal vertice A^. Noi indicheremo con -— , --!^, ...., . . (^ = nu- 

mero intero) la somma degli angoli di K in ciascuno di questi 
cicli. Il poligono Kh evidentemente di genere zero; esiste quindi 
una funzione 2, invariante per 6r, che in K assume una e una 
sola volta ogni suo valore. Se i» == a è un punto del lato A, A, 
noi potremo trovare una funzione 2^, funzione lineare di z, la 
quale diventi in K infinita nel solo punto a; =3 a, in guisa che 
Zr=z.z^ — sia regolare in K^ e reale nel punto a: = a. La 

z^ assumerà, come la 2, ogni suo valore una e una sola volta 
in A", e sarà invariante per G. In punti equivalenti del contorno 
di K((ò\oh trasformati l'uno dell'altro per la T) la z, riprenderà 
lo stesso valore ; e altrettanto avviene di R(x — a) (*). Quindi 
R(Z) assume lo stesso valore in punti del contomo di A', tras- 
formati l'uno dell'altro per mezzo della T\ e, poiché essa è una 
funzione armonica regolare in AT, essa assumerà lo stesso valore 
anche in punti di P, P interni a A", e corrispondenti rispetto 
alla T. Ma, poiché per ipotesi /(Z) è nulla in a; = a, e i due 
poligoni P, P sono simmetrici rispetto all' asse reale, la fun- 
zione I{Z), coniugata di R {Z), assumerà valori uguali e di 
segno opposto in punti corrispondenti di P, P'. In altre pa- 
role la Z, e quindi anche la 2^ = Z -|- assumerà valori 

X '~~~ oc 



(•) Secondo convenzioni già usate, con R (ji) e / (|i) indico la parte 
reale e il coefliciente della parte immaginaria di una qualsiasi quantità 
complessa [ji. 
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immaginarii coniugati in punti corrispondenti di P, P' e quindi 
valori reali in tutto il segmento A^ vl«. Ma^ poiché la z^ ha valori 
uguali in punti corrispondenti del contomo di AT, anche su questo 
contorno, ossia su tutto il contorno di P e P, la z^ avrà valori reali. 
Ora sul contorno di P la 2, è naturalmente continua, e, come 
sappiamo, non può assumere due volte lo stesso valore. Ciò è 
soltanto possibile, se la 2, assume ogni valore reale da — 00 a 
-f- co una e una sola volta, quando si descriva il contomo di P. 
Altrettanto avverrà sul contorno di P. Poiché poi la z^ assume 
in K una e una sola volta ogni valore (quando non si conside- 
rino come distinti punti equivalenti del contomo di JT), la z^ 
non potrà assumere alcun valore reale entro P, o F. Quindi in uno 
dei poligoni P, P', p. es. in P, la z^ assumerà una volta ogni 
valore, per cui / (zj > 0. In P la z^ assumerà una volta ogni 
valore, per cui /(^j) < 0. 

H poligono P sarà dunque rappresentato conformemente e 
biunivocamente su quel semipiano p della variabile complessa Z|, 
per cui /(2i)i^0. D contorno di P avrà per immagine l'asse 
reale di x. La rappresentazione sarà regolare dappertutto, eccetto 
che nei vertici A,, -4,, . . .., ii, di P, che corrisponderanno a certi 
punti 2, = «1, 2, = Oj, . . . ., 2i = a, dell'asse reale di p* 

E viceversa, se noi partissimo dal problema della rappresen- 
tazione conforme di un semipiano j> su un poligono A, ii^ .... A., 

a lati circolari, di angoli rispettivamente uguali a * , ,- ,...., t-, 

giungeremmo per nuova via alle speciali funzioni automorfe, di 
cui qui ci siamo occupati. 

§ 46. — Funsioiii faolisiaiie o klelaiaiie le^^te da una r^laiione 
algebrica. Il teorema di diramazione. 

Tutte le funzioni fuchsiane o kleiniane corrispondenti a uno 
stesso gruppo G fuchsiano o kleiniano sono a due a due legate 
da una relazione algebrica. E noi ci poniamo la domanda: 

Quando avviene che due funzioni kleiniane (o in particolare 
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fuchsiane) /", 9, invarianti per gruppi anche digtinti G, G^, sono 

legate da una relazione algebrica F(fjtp) =3 0? 

Indicheremo con G e con G^ proprio i più ampii gruppi di 
trasformazioni lineari, che trasformano in sé stesse rispettiva- 
mente le f, <p. Indicheremo poi con G^ il massimo sottogruppo 
comune a (? e a (zj (che contiene almeno la trasformazione iden- 
tica), n gruppo G2 sarà il gruppo di tutte le trasformazioni 
lineari, che lasciano invariata tanto la f, che la 9. Le funzioni 
/", 9 dovranno naturalmente avere a comune il campo K di esi- 
stenza, il quale sarà ricoperto tanto da una rete di campi fon- 
damentali per Gj quanto da una rete analoga per ^j. 

Consideriamo ora la F (/*, 9) = come un' equazione alge- 
brica nella fj e ne siano /; (i = 1, 2, . , . ., m) le radici. Se noi 
applichiamo alla 9 le trasformazioni di ff^, la 9 resta invariata, 
e le ft dovranno quindi permutarsi tra di loro. Ma, poiché il 
numero delle possibili permutazioni su un numero finito m di 
quantità ft è finito, esisterà in G^ un sottogruppo G\ di indice 
finito, che trasformerà in sé stessa ciascuna delle /*„ e quindi 
lascierà invariante la /". Dunque G\ è un sottogruppo di (?,: e 
quindi a fortiori G^ è un sottogruppo di indice finito in G^. 
Similmente si dimostra che G^ è un sottogruppo di indice finito 
in G, E quindi: 

Condizione necessaria affinchè f, 9 siano legate da una relazione 
algebrica^ è che G e G^ abbiano a comune la regione coperta da 
una rete di campi fondamentali, {in cui esistono le /", 9) e abbiano 
a comune un sottogruppo G^ di indice finito. 

Viceversa, se queste condizioni sono soddisfatte, e se G^ ha 
un campo fondamentale con un numero finito di vertici, le /*, 9 
sono funzioni invarianti per G^] le quali, per i teoremi del § 44 
(pag. 316), sono legate da una relazione algebrica. La precedente 
condizione risulta quindi sufficiente, quando si ammetta di più 
ohe 6rg possiede un campo fondamentale con un numero finito 
di vertici. 

Questa ulteriore condizione è certamente soddisfatta, se al- 



Capitolo Undicesimo —^ § 46, 325 

meno uno dei gruppi G, Gj posHiede un campo fondamentale 
dotato di un numero finito di vertici: ciò, che è conseguenza 
(cfr. anche pag. 329) dell'osservazione fatta al § 26 (pag. 161) sui 
campi fondamentali di un gruppo, che sia sottogruppo di indice 
finito di un altro gruppo F. 

Cosi possiamo anche porci la seguente questione: 
Sia f (x) una funzione kleiniana (o fuchsiana) invariante per 
un gruppo kleiniano (o fuchsiano) G, Per quali trasformazioni T 

x' = ra: = '^^-±| (a8-PY=l) 

avviene che le funzioni f (x), <p (x) = f (^^^^) sono legate da 
una relazione algebrica? 

Evidentemente la funzione (p (a?) =/"/?— "te j è invariante 

per il gruppo T'^ G T, La condizione necessaria e sufficiente cer- 
cata è (almeno nel caso che G abbia un campo fondamentale 
con un numero finito di vertici) che i gruppi G e TO T~^ (o, 
dò che è lo stesso^ i gruppi T~^G T e G) abbiano comune un sot- 
togruppo di indice finito. 

EsBMPio I. — G sia il gruppo generato dalla 

X == X -]- m(ù ~\- niù' 

dove m, n sono interi variabili da trasformazione a trasforma- 
zione, 0) ed (J)' sono costanti il cui rapporto è complesso. II pa- 
rallelogrammo del piano della x, i cui vertici sono i punti 
(0, (0,(1)', (I) -|- w') è un campo fondamentale per G. Sia f{x) una 
funzione ellittica corrispondente a un tale gruppo. Sia T la 
trasformazione x =x-\- a {a ^= cost. qualunque). Evidentemente 
T è permutabile con tutte le trasformazioni di ff; e i gruppi 
(r, TGT'^ coincidono. Quindi f{x) ed f{x-\-a) sono funzioni 
algebriche Tuna dell'altra; in ciò consiste il celebre teorema di 
addizione delle funzioni ellittiche. 

Esempio II. — Ci riferiamo allo stesso gruppo G dell' esempio 
precedente. Sia j; una costante. Quando avverrà che f{x)ef{px) 
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Hono legate da una relazione algebrica? H grappo G e il gruppo 
delle x'=iX-{'P (m ta -\- n(ù') dovranno avere un sottogruppo V 
di indice finito comune. Esisteranno quindi dei numeri interi 
^> V'ì V, p, X', |i', v, p tali che X p — jt y njn 0, X' p' — |i' v' =^ 0, e che 
X (0 -f- |A <«)' = I? (X'o) -f- 1^' W); V w -f- p co' = i? (v' (0 -[- p' wO. A queste 
due equazioni si possono evidentemente sostituire due equazioni 
equivalenti del tipo: 

(*) A7 ' / T ' WX,|x,v,p interi; Xp- [tv 4=0) 



donde si trae 



(P) :'(^+^:')=v+p 



Se — è generico, esso non soddisfa ad alcuna equazione non 

identica a coefficienti interi, cosicché sarà |i = v = X — ? = (). 

N 
E quindi jP .= ^ sarà un numero razionale. Viceversa, invertendo 

i precedenti ragionamenti, si trova che f {x) e f {p x) sono sem- 
pre legate da una relazione algebrica, ne p è una costante ra- 
zionale. Se invece soddisfa a un'equazione non identica a 

coefficienti interi il \ -\- m A- ìi = {l, vi, n interi primi tra 

di loro), questa equazione sarà unica, perchè — è puramente 
immaginario; e in tal caso soltanto potranno esistere delle co- 
stanti p non razionali, tali che f{pc)ff{px) sieno legate da una 
relazione algebrica. 

In ciò sono contenuti il teorema sulla moltiplicazione del- 
l' argomento delle funzioni ellittiche generali ed i principii della 
teoria delle funzioni ellittiche a moltiplicazione complessa. 

Esempio IH. — Il gruppo g delle trasformazioni lineari intere 
omogenee a coefficienti interi razionali, che trasforma in sé stessa 
la forma quadratica ^ '= p y\-\- g,y\ — Ty\ {p, q, r interi razio- 
nali positivi), ossia il gruppo aritmetico riproduttore della cj;, in- 
dividua un gruppo fuchsiano G sulla variabile 

V r y^ — VP //, 

Vqy* 
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Sia g il gruppo generato dalle trasformazioni 

a coejBScienti a,* razionali (interi o fratti), che trasformano la ?J^ 
in se stessa. La t~^ sia definita dalle 

e sia l il più piccolo intero positivo, tale che latj^^lAtj^ siano 
numeri interi. (Il numero l varierà ai variare della t in gr')- ^ 
gruppo g corrisponderà un gruppo G' di trasformazioni lineari 
sulla X. Se y\ = S 6^ y» è una qualsiasi trasformazione u di g, 
la tt' = T tt T~^ sarà definita dalle 

y'i = ^^ «r* &»* ^*« yr 

La tt' apparterrà a ^^ se i suoi coefficienti S a,» ò^jt Aj^^ sono 
numeri interi, ossia se 

S(^a,,)6,,(^^,) = (mod «*). 

Ricordando che S il/* a« = £„ (e„ =1, e,, = per i 4= ^), vediamo 
che la u apparterrà ancora a g, almeno quando 

bkk = e»jb (mod P). 

Le trasformazioni u di gr, che godono di questa proprietà, for- 
meranno un sottogruppo y di indice finito in gr (*), a cui corrispon- 
derà in (t un sottogruppo di indice finito (comune a 6r e al 



(*) Infatti y Be noi non c-on8Ìc1erianio come distinte due trasforniazioni 
di (/, i cui coefficienti omologhi sono coniami rispetto al modulo /', le 
tnisfornmzioni di r/ si riducono a un certo numero tinito tu di trasformazioni 
distint-e. Noi potremo perciò scegliere in //delle trasformazioni *'o=l,Wi,««, 
...., Mb,_i, tali che i coefficienti di una cpialsiasi trasformazione di 7 
tfiauo congrui ^mod l-) ai coefficienti omologhi di una e sola trasforma- 
zione u. £^86 noi indichiamo con v^, v^, v^, . . . . le trasformazioni di y, 
ne deduciamo tosto che ogni tnisformazioue di g si può scrivere in uno 
e un solo modo nella torma ii{ i;^ ; donde segue T affermazione del testo. 
(^ 3, pag. 12). 
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gruppo TG T~\ trasformato di G mediante quella trasforma- 
zione T di G\ che corrisponde alla trasformazione t di g). Quindi 
se T è una qualsiasi trasformazione di G\ i gruppi Gy TG T~^ 
hanno comune un sottogruppo di indice finito (*). 

H gruppo G' contiene G come sottogruppo, ma non è pr. dis., 
perchè evidentemente contiene trasformazioni infinitesime. 

Sia f{x) una funzione invariante per un gruppo fuchsiano 
o kleiniano G. Tra le funzioni fuchsiane, o kleiniane, legate alla 
f(x) da una relazione algebrica, sono specialmente notevoli le 
funzioni invarianti per un sottogruppo F, di indice finito in G. 
Se G ha un campo fondamentale con un numero finito di ver- 
tici, ed è di genere zero^ queste funzioni soddisfano a un note- 
vole teorema di diramazione (Verzweigungssatz), che Klein ha 
dimostrato nel caso particolare del gruppo modulare. 

Sia A" una rete di campi fondamentali (**), che G trasforma in 
se stessa. Supponiamo che la regione R coperta da N sia sempli- 
cemente connessa, e che ogni campo fondamentale di N abbia 
un numero finito di lati. Noi abbiamo già visto (§ 26, pag. 161) 
che, se r è un sottognippo di G di indice finito n, si possono 
trovare in -Y precisamente jt campi fondamentali K^^ K^y ...., Ku-i, 
in guisa che ogni altro campo di N sia equivalente, rispetto al 
gruppo r, a uno e uno solo di questi n campi. E abbiamo pure 



(•) Por dedurne olii*, se/fjr è una qualsiasi funzione invariante per //, 
allora f >x), f{Tx) «ono legate da una relazione algebrica, basta verificare 
che G possiede un campo fondamentale con un numero finito di vertici. 
Se j> 3= (/ = r = 1, questo fatto è evidente, perchè in tal caso il gruppo G 
è il gruppo modulare (dalle (30) a pag. 83 si deduce infatti che a ogni 
trasformazione di (f, a coeflìoienti interi, corrisponde una trasformazione 
(28) (pag. 82) di G pure a coeflìcienti interi). Per alcuni altri valori par- 
ticolari di p, (/, r nel trattato del Fricke (voi. 1; pag. 501 e 8eg.)8Ì trovano 
determinati i campi fondamentali del corrispondente gruppo G, e si trova 
che essi hanno un nunu*ro finito di vertici. 

(*•) La prima parte delle seguenti ricerche si estende facilmente a tutti 
i gruppi, che trasformano in se stessa una rete di campi fondamentali. 
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visto che questi |x campi formano, considerati simultaneamente, 
un campo fondamentale del sottogruppo V. Ogni lato di uno di 
questi |i campi K sarà perciò equivalente, rispetto a F, a un 
lato del campo stesso, o di uno degli altri n — 1 campi K, Ri- 
petendo considerazioni perfettamente analoghe a quelle svolte 
nella prima parte del § 31 (pag. 203) per i gruppi kleiniani, noi 
troveremo che, sostituendo a uno o più dei campi K^ dei campi 
equivalenti rispetto a T, possiamo trasformare la regione Kq-{- K^-\- 
é . . . -\- K^^i in un' altra regione H= ^^ + j^g + •••• + ^v (v ^ |i), 
che ancora può servire di campo fondamentale a F, e che gode 
delle seguenti proprietà: 

Ognuna delle regioni parziali H( è connessa, ed è somma di 
un numero finito di campi K; un lato della regione parziale H^ 
è equivalente a un lato della stessa regione parziale. 

Noi vogliamo dimostrare che sarà v = 1. Invero, ove ciò non 
fosse, ogni curva che congiungesse un punto di ff^ con uno di 
jHj dovrebbe incontrare infiniti campi fondamentali per F(*): e 
ciò è assurdo poiché appartenendo H^ ed H^ ad iVuna tale curva 
non può incontrare che un numero finito di campi fondamentali 
per G e quindi a fortiori un numero finito di campi fondamentali 
per F. 

I lati di H saranno a due a due equivalenti rispetto a F ; 
naturalmente lati di H equivalenti rispetto a F saranno pure 
equivalenti rispetto a 6r. I vertici di H si distribuiranno in cicli: 
vertici di uno stesso ciclo saranno equivalenti rispetto a F, e 
quindi anche rispetto a G. 

Sia A un vertice di //: esso sarà lasciato fisso da un sotto- 



(*) Infatti una regione equivalente, rispetto al gruppo F, ad i/| , e 
una regione equivalente ad //, (/ \ j) non possono avere alcun lato comune 
per ipotesi. E, poiché le regioni equivalenti ad //,, H^, ...., //^ riempiono 
tutto JV, se ne deduce che le regioni equivalenti ad H^ riempiono tutta 
una regione connessa xV,, affatto estema ad //g. Una linea che congiunga 
im punto di I£^ a un punto di IJ^ dovrebbe dunque incontrare infinite 
regioni equivalenti ad Ji^, (Cfr. anche i)ag. 204). 
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gruppo ciclico V' di F. L' ordine « di F sarà uguale a 1, o sarà 

un intero finito maggiore di 1, oppure sarà uguale a co, secondo 

che la trasformazione di F, che con le sue potenze genera F, è 

la trasformazione identica, oppure una trasformazione ellittica 

di periodo n, oppure una trasformazione parabolica. La somma 

degli angoli di H nel ciclo dei vertici equivalenti ad A sarà 

uguale a - . 
n 

Ma ora A deve essere anche un vertice della rete N di campi 

fondamentali per (?; e se ÀTè un campo fondamentale del gruppo 

Gy a cui appartiene il vertice A^ la somma degli angoli di K 

nel ciclo di vertici determinato dal punto Ah , se w è F or- 

^ m 

dine di quel sottogruppo ciclico G' del punto (?, che lascia fisso 
il punto A. Ora F' è evidentemente un sottogruppo di G\ E 
quindi, se m è un numero finito. Finterò n deve essere un di- 
visore di m (§ 3, pag. 13). 

Abbiamo quindi: 

Se V è un sottogruppo di indice finito |i in G, esso possiede un 
campo fondamentale connesso H, che è somma di |i campi fonda- 
mentali K del gruppo G, a due a due adiacenti. 

I lati di H saranno a due a due equivalenti rispetto a F; lati 
di Hy equivalenti rispetto a F, saranno pure equivalenti rispetto a G. 

I vertici di H si distribuiranno in cicli di vertici equivalenti 
rispetto a F : vertici di Hy equivalenti rispetto a F, saranno pure 
equivalenti rispetto a G, 

Se A è un vertice di Hy e se la somma degli angoli di un 
campo fondamentale K per il gruppo G in un ciclo di vertici 

2 IT 

equivalenti ad A è ~ =^ 0, allora la somma degli angoli di H 

2 r 
nel ciclo di vertici^ a cui appartiene A, è uguale a -^ , dove n è 

un intero divisore di m, 

A questo risultato si può, nella nostra ipotesi che (? è di 
genere zero, dare una forma assai elegante. 

Poiché, per ipotesi, G' è di genere zero, esisterà una funzione z 
invariante per 6r, che assume in un campo fondamentale K di G- 
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una e una sola volta ogni suo valore, e che nell' intomo di un 
qualsiasi punto di K non ha singolarità essenziali, quando la si 
pensi funzione della corrispondente variabile principale. Cosi 
pure esistono delle funzioni (fuchsiane o kleiniane), invarianti 
per F; e, se noi pieghiamo H in guisa che punti del contorno 
di JT, equivalenti rispetto a F, vengano a coincidere, si ottiene, 
come abbiamo già detto più volte, una superficie -F, i cui punti 
sono in corrispondenza biunivoca coi sistemi di punti equiva- 
lenti rispetto a F. 

Una funzione z\ fuchsiana (o kleiniana) invariante per F, è (consi- 
derata come funzione dei punti della F) funzione razionale sulla F. 

Ora la i^ è scomposta in |i porzioni, ciascuna delle quali è 
immagine di uno dei |x campi iT, di cui H è somma. E, poiché 
in ognuno di questi campi la z riprende una e una sola volta 
ogni suo valore, ciascuna delle {i porzioni, in cui è divisa la F, 
si può anche considerare come immagine del piano della varia- 
bile complessa z. La F si può considerare dunque come una 
superficie riemanniana corrispondente alla equazione algebrica, 
che deve legare 2,2. L'unica diiferenza dalle superficie Rieman- 
niane comunemente definite è questa, che i fogli della F^ anziché 
essere sovrapposti, sono collocati V uno accanto all' altro : ciò che 
naturalmente é senza alcuna importanza. I punti di diramazione 
della F sono i punti, immagine dei cicli di vertici di H, E il 
teorema, precedentemente dimostrato, si può enunciare cosi : 

Se A è un punto di diramazione della F, e se esso è imma- 
gine di un vertice della rete N, che è lasciato fisso da un sotto- 
gruppo ciclico G' del gruppo Q di ordine finito /n, allora il nu- 
mero n dei foglij che si diramano in A è un divisore di m {^), 

Noi dimostreremo ora viceversa che ad ogni superficie Rie- 
manniana F, che soddisfi alle precedenti condizioni^ corrisponde 
sempre almeno un sottogruppo F di indice finito in G. 



(•) 11 teorema rhiseirii più cliiaro, se si ricorda che ni può Kupporre 
che ogni ciclo di vertici non accidentali di ìl è un ciclo di un solo ver- 
tice (i 32, iMg. 214). 



332 Capitolo Undicesimo — § 46. 

A tal fine comincieremo col trasformare le condizioni sopra 
enunciate. Ricordiamo dapprima che ogni sostituzione su un 
numero finito di elementi si può scrivere come prodotto di un 
certo numero finito di sostituzioni circolari, tali che gli elementi, 
su cui opera una qualunque di queste, sostituzioni, sono affatto 
distinti dagli elementi, su cui operano le altre. 

Indicheremo poi con 2 = aj, 2 = o^, . . . ,, z = a^ i valori della 
z nei singoli cicli di vertici di un campo K^ e sia w, (i = 1, 2, 
....,A) l'ordine di quel sottogruppo di (?, che lascia fisso un 
vertice di iST, ove z = ck^. 

Il risultato precedente si può enunciare così: 

Condizioni necessarie, affinchè una funzione z' sia una fun- 
zione uniforme della x^ fuchsiana kleiniana, invariante per un 
sottogruppo di indice finito in G, sono le seguenti : 

1. La £ sia una funzione algebrica della z, la quale non abbia 
alcun punto di diramazione in un punto del piano deUa z, distinto 
dagli h punti 2 = a< (i =^ 1, 2, . . . . , A). 

2. Per quei valori di i per cui n, è un numero finito^ la sosH- 
tuzionCj che provano i rami della z' per un giro della z nel suo 
piano attorno al punto z = a^, è un prodotto di sostituzioni cir- 
colari, V ordine di ciascuna delle quali è un divisore di ni. 

Noi vogliamo ora dimostrare che queste condizioni sono anche 
sufficienti: in questo risultato, e nel precedente consiste appunto 
il teorema di diramazione^ a cui volevamo pervenire. Noi comin- 
cieremo a dimostrare che, se le precedenti condizioni sono sod- 
disfatte, allora la z è una funzione uniforme della x nella re- 
gione R ricoperta dalla rete N. Siccome per ipotesi questa 
regione R è semplicemente connessa, basterà dimostrare che un 
giro della x attorno a un punto qualsiasi A ài R trasforma la z 
in se stessa. Ciò è ben evidente se A non è un vertice della 
rete N] perchè a un tal giro della x corrisponde un giro della 
z nel suo piano attorno a un punto distinto da uno dei punti 
2 = a*. La £c non può compiere un giro attorno a un vertice 
di N, in cui z = a„ se w, ==^ 00 ; un tal vertice è infatti posto- 
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sul contorno di N (non è intemo a R). Se infine la x compie 
un giro attorno a un vertice di i2, in cui 2 = a„ e se w, è un 
numero finito, allora la z compie w< giri attorno al punto 2 = a, 
e quindi la / ritorna in se stessa. La z' è quindi uniforme nel- 
V intorno di ogni punto interno a iZ, e quindi è uniforme nella 
regione R del piano della x. 

Dimostreremo ora che essa resta invariata per un sottogruppo 
r di indice finito nel gruppo G. 

Siano infatti z\, ^'g, . . . ., z'^ i |x rami della funzione z. Se noi 
facciamo subire alla z una qualsiasi trasformazione di &, la z 
riprende lo stesso valore, e quindi le z'j, g'g, . . . ., z'^ non potranno 
che permutarsi tra di loro. Queste permutazioni genereranno un 
gruppo Qy isomorfo a G. Ma g (essendo un gruppo di permuta- 
zioni su un numero finito di variabili) è un gruppo discontinuo 
finito: l'isomorfismo tra g e G è dunque meriedrico. E a una 
trasformazione di g corrisponderanno infinite trasformazioni di G. 
Al sottogruppo Y ^ì 9) ^^^ lascia fisso la z\ {i -<, |i), corrispon- 
derà un sottogruppo F, di indice finito in (?, che lascia invariata 

la funzione z\ (x). 

e. d, d. 

Tutti questi sottogruppi F, di G sono poi simili tra di loro. 

Applicheremo questi risultati al caso specialmente importante 
del gruppo modulare G: come sappiamo i vertici delle rete cor- 
rispondente di campi fondamentali sono tutti equivalenti all'uno 

all'altro dei seguenti tre punti: 

X =- i X = e^ X = ioo. 

1 valori corrispondenti di n sono rispettivamente: 

n = 2 nss3 «r= od. 

Facendo al più una trasformazione lineare sulla z, possiamo 
supporre che i valori corrispondenti della z siano rispettivamente: 
2 = z = 1 z = co. 
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Le funzioni fuchsiane^ invarianti per un sottogruppo di indice 
finito del gruppo modulare [funzioni modulari ellittiche (*)] sono 
tutte e sole quelle funzioni algebriche della z^ che hanno per punti 
diramazione soltanto i punti z = 0, 2 = 1, 2 = co, e che sono 
tali che un giro attorno al punto 2 = 0, (2 = 1) ne permuti a due 
a due (a tre a tre) quei rami, che non rimangono isolati, 

E questo appunto il teorema di diramazione di Klein. 

Tra i sottogruppi di indice finito nel gruppo modulare sono 
specialmente notevoli i cosidetti sottogruppi congruenzicUi, di cui 
vogliamo ora dar breve cenno. Ricorderemo anzitutto alcuni 
simboli e definizioni elementari. 

Sia w un numero intero primo; si dicano congrue (mod. «) 
due trasformazioni 

yx -\~o va? + p 

del gruppo modulare, se 

a = X, p = |i, Y = V, 5 = p (mod. n). 

Se 6, e sono due numeri interi e se e _: (mod. n), esiste un 
intero «, il quale soddisfa alla 

a e ^=^b (mod. n). 

Questo numero è determinato a meno di un multiplo di », 
ossia è completamente determinato, quando non si considerino di- 
stinti due numeri congrui (mod. w). Noi scriveremo 

a :^ - (mod. »). 



(•) La ragione di questo nome stii in ciò che la *r è l' invariante aa- 
Holiito (Ielle funzioni ellittiche, per cui a? è il rapporto dei periodi. Ciò, 
clic rende appunto specialmente importanti tali funzioni. 

Si noti che la teoria delle funzioni ellittiche dà molti altri esempii di 
funzioni, che risolvono in casi particolari i nostri problemi fondamentali. 
Così p. es. la funzione p {u; a>, O),) di Weierstrass, considerata . come fun- 
zione dell' argomento u e dei semiperiodi O), (Oi, è una funzione invariante 
per il gruppo delle trasformazioni 

n' = tt -f- 2 m 0) -f 2 n (Oi, (!)' = a 0) + ^ (Oi, (a\ = y w +8 cot 
(a, p, y, 8, w, « numeri interi) (a 5 — ^^ = 1). 
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Se e ^ (mod. n), b -|"^ (mod. w), noi indicheremo con 

lo oo ; se e ^ & ^ (mod. n), noi considereremo - come un 
e e 

simbolo indeterminato, appunto perchè, se a è un qualsiasi in- 
tero, a e è sempre congruo a 6 (mod. n). Consideriamo ora la 
trasformazione 



(13) y' = 



/ ^ « y + P 



(mod. n) 



ry 

dove dj 3, Y, 5 sono interi soddisfacenti alla 

a 8 — p Y ^ 1 (mod. n). 

E, secondo la convenzione già fatta, riguarderemo come iden- 
tici due numeri interi, congrui tra loro (mod. n). La y non potrà 
avere che n -\- 1 valori distinti 

0, 1, 2, . . . . , n — 2, » — 1, CX5, 

Se y ~ co, la y' sarà quello dei precedenti » -|- 1 numeri 
che soddisfa alla 

(yy + 5) y ^ (ay + P) (n^od. n) 

(cosicché, per le nostre convenzioni, si avrà y' ^ oo, se y y -\- 
-^5^0 (mod. w) (*)). Se poi y e£e oj, si indicherà con y' quello 
dei numeri 0, 1, . . . ., w — 1, cxd, che soddisfa alla 

Yy' -- a (mod. w) 

cosicché, in tal caso, y' oo, soltanto se y -~ (mod. w). 

Si noti che con queste convenzioni a valori distinti di y 
(mod. w), corrispondono valori distinti di y'. La trasformazione 
(13) definisce quindi una sostituzione sugli n -{- 1 indici 

0, 1, 2, . . . ., w — 1, oo. 

Tutte queste sostituzioni generano un gruppo finito g^ che è 



(*) Si osservi, che non può essere Yy + 8 = ay-|-3 (mod. n), perchè 
a 8 — 3 T ~ ^ (mod. »). 
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evidentemente in isomorfismo meriedrico col grappo modulare G. 
L'isomorfismo si ottiene, facendo corrispondere a una trasfor- 
mazione 

V 0? + p 
del gruppo ff, la trasformazione 

y'=-_\y + V^ (mod. n) 

del gruppo g. Le trasformazioni del gruppo G, a cui corrispon- 
dono in g delle trasformazioni, appartenenti a un sottogruppo y 
di gr, genereranno un sottogruppo V di G. La ricerca di tutti i 
sottogruppi di g^ che è una ricerca puramente algebrica già com- 
pletamente effettuata (*), si può quindi considerare come un me- 
todo per trovare dei sottogruppi del gruppo modulare. 

I sottogruppi, che si trovano in tal modo, si possono definire 
mediante congruenze, cosicché hanno ricevuto il nome di sotto- 
gruppi congruenziali. Tra questi sottogruppi i più importanti si 
ottengono nel seguente modo. Tra i sottogruppi y di gf vi è quel 
sottogruppo, che è formato dalla sola trasformazione identica 

y = y (mod. n). 

II sottogruppo r di (r corrispondente è formato dalle tras- 
formazioni af = *— xi ì p^r cui a — l^S^^^Y^O (mod. n) 
ossia da quelle trasformazioni di G che sono congrue all'iden- 
tità (mod. n). 

Queste trasformazioni, per i teoremi del § 3, pag. 14, (e come 
si può riconoscere anche direttamente) generano un sottogruppo 
r invariante in (?, che si può chiamare il sottogruppo congruen- 
ziale principale (mod. w). 



(•) Cfr. p. es. le Vorlesungen U. die Thevrie der elliptisehen Modul 
functionen di Klein e Fbicke. 
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§ 47. — I tmormmì di WeierttraM. 

Questo paragrafo è dedicato alla estensione alle funzioni au- 
tomorfe di due teoremi, che Weierstrass diede per le funzioni 
più volte periodiche, e che noi nei precedenti paragrafi abbiamo 
già dimostrato per le funzioni fuchsiane e kleiniane. 

Prima di enunciare e dimostrare i nostri teoremi, ricorderemo 
alcune definizioni, e alcuni lemmi. Ditemo che una funzione f 
di due variabili a;,, x^ si comporta come una funzione razionale 
in un punto A di coordinate a?i = «i, x^=^ ct^j se in un intomo 
abbastanza piccolo del punto a?, = 04, ojj = «j, la /" è uguale al 
quoziente ?> di due serie ordinate secondo le potenze nulle o 
positive di (a?i — a,), (x^ — a^). Se nel punto Xt = a, (t = 1, 2) 
la cpj è nulla, e se è impossibile scrivere in un intorno di questo 
punto la f come quoziente 'p di due serie 'j^,, '^^ ordinate se- 
condo le potenze non negative delle Xf — a„ tali che nel nostro 
punto sia tj;, =1= (*) noi diremo che la f possiede una sirigolar 
vita straordinaria {non essenziale) nel punto a?, == a^ , x^ = a,. 
Se in questo punto si ha ^j 4= ^j allora questo punto è detto 
una singolarità di prima specie, o anche un jpo/o, o un punto di 
infinito per la funzione f. 

Se invece nel punto rr, = a, è pure ^j = 0, e se è impossibile 
scrivere in un intorno di questo punto la f come quoziente j^ 
di due serie ^1, ^^ ordinate secondo le potenze non negative di 
(a?! — aj, (a?2 — a,), tali che nel punto Xi = a, sia t|;, =f= 0, ^g = (**) 
allora il punto (x, = a,) si dirà un punto straordinario di seconda 
specie^ o anche un punto di indeterminazione della f. 



(*) Ciò avverrebbe, se fosse 9^ *= i^'j^^, 99 = i??pt> ^^ve 7?= 0, 'j^g t ^ 
nel pnnto x^^= oLt j e se i^^ (j^s, ^i fossero serie ordinate secondo le po- 
tenze non negative di x^ — oc,, x^ — a«. 

(**) Cfr. la nota precedente. In tal caso si direbbe naturalmente an- 
cora che la / ha mi x>olo nel punto X( = a« . 
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In un intorno di un punto di indeterminazione A la. f può 
anche assumere ogni valore : ciò, che dimostra esistere una qual- 
che analogia tra questi punti singolari, e i punti singolari es- 
senziali per le funzioni analitiche di una sola variabile ; la ana- 
logia è però soltanto superficiale, in quanto che, se noi ci acco- 
stiamo a un punto di indeterminazione A lungo un cammino 
analitico, regolare in i4, la f tende a un valore determinato; e 
se poniamo x^ — a^ = h (a?i — a,) {h = cost.), la f diventa una 
funzione di x, — a„ che per Xi =-- a, ha al massimo una singo- 
larità polare. 

Per dare qualche esempio, si noti che -L — ^ ha una singo- 
larità polare per Xg = ar, = 0, un punto di indeterminazione per 
iCg = — 1, 07, = 0. Si noti che soltanto apparentemente le fun- 
zioni ^^ ^ ~l~ " V j ^T-i^T- ^ hanno un punto di indeterminar 
x^ (1 + X2) xl (1 + x^) 

zione per Xi = 1, a?^ = 0. In realtà, essendo queste due funzioni 

1 j -y» />• 

uguali rispettivamente a --\ — -1 — TTJl — -o^^se hanno per a:i = l, 

a^g = rispettivamente un punto di regolarità, e un polo. 

Se una funzione f delle a:,, X2 si comporta come finzione 
razionale in ogni punto di un campo perfetto B, si suol dire che 
la f si comporta come una funzione razionale in R. Ricordo che 
R si dice perfetto (§ 17, pag. 114), se ogni punto limite di R 
appartiene a R, 

Definizioni, e considerazioni perfettamente analoghe si pos- 
sono svolgere per le funzioni di w > 2 variabili. 

Ricorderò ora alcuni teoremi, che si estendono essi pure facil- 
mente alle funzioni di n > 2 variabili. 

Lemma I. — Se una funzione u di 2 variabili z,, x^ si comporta 
come una funzione razionale in un punto A (Xt = a<), in un intorno 
abbastanza piccolo di A non può esistere alcun punto di indeter- 
minazione^ oltre eventualmente al punto A. Se A non è un punto di 
indeterminazione, il teorema è evidente; infatti in un intorno 

P 
abbastanza piccolo di -4 si ha w = -=^ , dove almeno una delle 
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serie P^, P^ è differente da zero nel punto A, e quindi anche in 
un intorno abbastanza piccolo di A. Supponiamo invece che sia 
Pj = P^, = nel punto A^ ossia che A sia un punto di indeter- 
minazione. 

L' equazione P^ = per un noto teorema di Weierstrass (*) 
si scomporrà in un intorno di A in una o più equazioni, in nu- 
mero finito, 

Ì?i=0, ;?,=0, ....,i?»^ = 0, 

ciascuna delle quali definirà ojg — «^ come funzione algebroide 
di Xi — a,; la pi sarà cioè un polinomio nella x^ — ««, i cui 
coefficienti sono funzioni analitiche regolari di Xi — ai in un 
intorno di A. E precisamente sarà 

Il — Pi Pi ••••pjkjVn 

dove Qi è una serie di potenze (positive) delle Xi — a„ ajg — a^ 
non nulla per Xt = a<. In modo analogo si troverà 

P, = P?' pT .... P'i] Q2 (Q2 + per X, = a,). 

Alcuni dei fattori p^^^ possono essere uguali ad alcuni dei 

fattori p^^\ In tal caso questi fattori comuni si possono soppri- 

p 
mere senz' altro, senza che muti il quoziente ^- . E noi potre- 

mo quindi ammettere che ogni fattore p^^^ sia distinto da tutti 
i fattori p^*\ La curva definita annullando uno dei fattori p^^^ 
può avere in un intorno di A soltanto un numero finito di punti 
comuni con la curva, che si definisce annullando uno dei fat- 
tori p^*\ Infatti due equazioni p^^^ = 0, p^'^ = possono essere 
soddisfatte simultaneamente soltanto per quei valori della x^ 
che annullano il risultante di p^^\p^^^] il quale risultante è una 
serie ordinata secondo le potenze non negative di (Xi — aj), con- 
vergente per (Xi — a,) abbastanza piccolo, e non è identicamente 



(•) Bianchi, Lezioni sulli teoria delle funzioni M variabile complessa 
delle funzioni ellittiche, pag. 200. 

Se per caso P, o P^ fosse identicamente nulla per .r, = a^ si farebbe 
una tale trasformazione lineare di variabili che questo più non avvenga. 



J 
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nullo, perchè per ipotesi le equazioni p^*^ = 0, p^*^ r= sono di- 
stinte e irriducibili. Esso quindi in un intorno del punto Xi == a, 
ha al più un numero finito di zeri. Quindi le curve P, = 0, P, = 
hanno in un intorno a di -4 solo un numero finito di punti 
comuni ; e quindi, se a è abbastanza piccolo, A sarà l' unico punto 
di indeterminazione, che esista in a. Quindi, se u si comporta 
come funzione razionale in un campo perfetto i?, nessun punto 
di R potrà essere punto limite di infiniti punti di indetermina- 
zione; e quindi in R esiste al più un numero finito di punti di 
indeterminazione (*). 

Lemma II. — Se in un punto A (Xi = Oi) due funzioni /*i, /*, deUe 
Xi, Xi si comportano come funzioni razionali delle a?,, « se in ogni 
intorno di A esistono infiniti punti distinti, in cui è soddisfatto il 
sistema di equazioni fi = aj, f^ =» ^2, allora dal punto A esce una 
curva analitica, lungo la quale è sempre f =z ai, /"^ = «2* 

In un intorno di A si può porre per ipotesi /\ = $1^ A = &. 
dove le cf sono serie ordinate secondo le potenze non negative 
di Xi — tti, oJg — «2. Le nostre equazioni equivalgono alle 

9i — «1 9 2 == qpjj — «2 94 = 0. 

Per il teorema di Weierstrass citato più sopra la prima di 
queste equazioni si decompone in un numero finito A, di equa- 
zioni algebriche nella x^ — a^ : 

•,(1) o «f*> — «(*> 

La seconda si scomporrà pure in un numero finito A, di equa- 
zioni algebriche nella x^ — a, : 

Pi — ^} Pt — v^, . . . ., J/»j ^ ^ì 

dove dunque le p sono polinomii nella x^ — «s, i cui coefficienti sono 



(*) Se si trattasse di una funzione di n variabili, esisterebbe al più 
im numero finito di varietà a non più che n — 2 dimensioni, i cui ponti 
sono punti di indeterminazione. 
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serie ordinate secondo le potenze non negative di {Xy — a,) (*). 
Se da A non esce alcuna curva, lungo fi — a, = 0, ossia se 
ognuno dei polinomii jp^*^ è distinto da ognuno dei polinomii p^^\ 
allora le nostre due equazioni possono essere soddisfatte sol- 
tanto per un numero finito di sistemi di valori per le a?,, a?,. 
(Cfr. la dimostrazione del Lemma I). 

Lemma IH. — Se la funzione u delle Xi, x^ si comporta nella 
regione perfetta R come una funzione razionale^ V equazione m == 
è soddisfatta al più nei punti di un numero finito di curve di R. 

Lifatti, se -4 è un punto di R, in un intomo a di il (Xt = a,) 
si può porre « = 5Pi ^ dove le cp sono serie di potenze non ne- 
gative delle Xf — a,. I punti di a, in cui u = 0, soddisfano alla 
9i = 0; e, per il citato teorema di Weierstrass, questa equazione 
si scompone al più in a in un numero finito di equazioni alge- 
briche nella a;, — Og. In a penetra quindi al più un numero 
finito di curve, lungo cui t* = 0. 

Nessun punto A di R può essere quindi punto limite di 
curve, ove u = 0; donde segue il teorema enunciato. 

Lemma IV. — Se Wj, u, si comportano nella regione perfetta R 
come funzioni razionali, esistono in R al più un numero finito di 
punti isolati, e di curve, ove ««i = u, = (* *). 

Infatti dal II lemma segue tosto che i punti isolati di R, in 
cui ttj = II, = non possono avere alcun punto limite A, e quindi 
sono in numero finito. Dal lemma HI segue poi che le curve 
di jK, lungo cui ti, = tt, = sono pure in numero finito. 

e. d. d. 



(•) Abìieiio oi poKsiamo Henipre ridurre a questo caso con una trasfor- 
luazione lineare Hulle ar,,^^ (cfr. la nota a pag. 339). 

(••) Un teorema analogo vale per i Histenii di equazioni u^ = u^ = 
. . . . = 11^ = 0, dove le iij sono funzioni di » variabili, che si comportano 
come funzioni razionali dei punti di B. Si dimostra cioè che queste equa- 
zioni possono essere in B soddisfatte soltanto in un numero finito di va- 
rietà analitiche a non più di i» — 1 dimensioni r 
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Notiamo di più che, se u^ ==. m^ = lungo una certa curva C, 
allora lungo questa curva si ha ^^* dx -\- ^^^ dx2 = (i = l,2), 
cosicché lungo questa curva il lacobiano di w,, u^ è nullo, E no- 
tiamo che, se Mj, u^ si comportano in R come funzioni razionali, 
altrettanto avviene del loro lacobiano. 

Siano Ui , u^ due funzioni indipendenti delle variabili Xi , x^, 
che in ogni punto del campo perfetto R si comportano come 
funzioni razionali, e sono regolari (non hanno cioè ne punti di 
infinito, né punti di indeterminazione). Siano a^ a^ due costanti 
tali che in R le equazioni m, — Oi = Mg — ag = siano soddi- 
sfatte soltanto in punti isolati; questi punti, per i nostri lemmi, 
saranno in numero finito. E noto che, se R^ è la regione imma- 
gine di R nello spazio, in cui sono coordinate non omogenee la 
parte reale, e il coefficiente della parte immaginaria delle x,, ar„ 
il numero h si può esprimere sotto forma di un integrale esteso 

al contorno di R, il cui integrando è una espressione del tipo 

P 
rw- 21» ? dove F è una funzione razionale delle m, — a, 

e delle loro derivate, m è una costante (*). Questo integrale, che 



(•) La teoria dell' integrale logaritmico di Caiichy per le funzioni ana- 
litiche di una sola variabile è stata generalizziita da Kronecker (cfr. Picard, 
Tratte fV Anitlijsey 2.» ed. T. I, pag. 136, e T. II, pag. 205) ai 8ÌHtemi di n equa- 
zioni /, =/a = =/, -= di n incognite §,, ^g, ...., q^ reali. Sia S 

lo spazio, ove le x. sono coordinate cartesiane, e sia II' una regione di 
questo spazio, ove le / sono funzioni regolari; se il lacobiano delle / ri- 
spetto alle X ha in R' sempre imo stesso segno, e se i pnnti A di IS che 
soddisfano alle nostre equazioni sono in numero finito e sono interni a R , 
il loro numero è dato da un integrale esteso al contorno di ZJ', il cni 
integnindo è una frazione die lia per numeratore una espressione razionale 
nelle fi e nelle loro derivate, e per denominatore una potenza di S ./?• Que- 
sto teorema vale, se il lacobiano delle ./', rispetto alle ^, è ditterenU» da zero 
nei punti A) un punto A, in cui questo lacobiano fosse nullo, si deve 
contare tante volte, «luant-iì è la sua moltiplicità (cfr. più avanti nel testo). 
Ora uno zero comune alle «, — ^j = /, U f/^, u^ — o^ f.^ -j- if^ (se n,, w, 
sono funzioni analitidie delle -r, = ^, f / g^» -^a = §a i * ?4) individua un 
sistenui di valori per le e, che annulla le funzioni ./'p/2,/8,/1. E il laco- 
biano delle/, rispetto alle ^^ \\\m è mai negativo, perchè è uguale al prodotto 

del lacobiano -*"^/^' « -^^ per il lacobiano immaginario coniugato. 
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noi indicheremo con /(iif, a„as) è l'integrale di Kronecker, ed è 
per la teoria delle funzioni analitiche di due variabili l'analogo 
dell'integrale logaritmico di Cauchy per le funzioni analitiche 
di una sola variabile. L'integrale di Cauchy serve a trovare il 
numero degli infinitesimi di una funzione analitica di una sola 
variabile: l'integrale di Kronecker a trovare il numero degli 
zeri copiuni a due funzioni Wi — a„ u^ — a^. Per l' esatta intel- 
ligenza del teorema di Kronecker si noti che, come un punto A^ 
in cui una funzione u di una sola variabile x si annulli, può 
contare per più infinitesimi, ossia essere un infinitesimo multiplo 

(per il ohe deve essere , = 0), cosi un punto -4, in cui si annul- 

lino due funzioni m, — a„ m^ — Cg di due variabili a?,, ar,, può con- 
tare per più infinitesimi, ossia essere, come si suol dire, un infi- 
nitesimo multiplo (affinchè questo avvenga, è necessario che il 

lacobiano -, ^ *' * sia nullo nel punto -4). E, se ^ è un infini- 

tesimo delle due funzioni w, — a„ ttg — ag, si potrà definire la 
moltiplicità (il carattere, l'ordine) dell'infinitesimo A come il 
valore n dell'integrale /(X, a,, a,) relativo a un intorno X suffi- 
cientemente piccolo del punto A. Se noi facciamo variare di 
pochissimo le a,, «j, il nostro integrale, che è una funzione con- 
tinua delle tf„ rtjf, e che è un numero intero, dovrà conservare lo 
stesso valore n. Nell'intorno a esistono quindi n punti (in ge- 
nerale a due a due distinti (*)) ove le tti, u^ assumono dei valori 
6i, éj,? abbastanza poco differenti da a,, a». Si trova così che esi- 
ste una perfetta analogia tra la attuale definizione, e la defini- 
zione che si dà dell' ordine, o moltiplicità di un infinitesimo per 
le funzioni di una sola variabile. E si ha proprio che / (iif, a„ a^) 
è il numero degli infinitesimi comuni alle u^ — a,, m^ — a^ nel 



(•» Poiché il lacobiano delle «,, «^ non è identicamente nnllo, esso 
sarà differente da zero in nn punto j^enerico B di X. Quindi, se in B si 
ha Ui ^= hi {! = 1, 2), il punto B è un infinitesimo ftemplìre per la coppia 
di funzioni w, — ft,, «2 — ft«. 
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campo fi, quando ognuno di essi si computi tante volte, quanta 

è la sua moltiplicità. 

Premessi questi lemmi, noi vogliamo enunciare i teoremi di 
Weierstrass. 

Sia Q un gruppo discontinuo su n variabili x,, a:,, . . . ., a*, 
che possegga una rete N di campi fondamentali. E sia K^ un 
campo di questa rete. Supponiamo di essere in uno dei casi, in 
cui si è dimostrata la convergenza delle serie 9. In tali casi noi 
sappiamo che si possono costruire n funzioni uniformi, inva- 
rianti per G, Se K non ha alcun punto comune con le varietà 
limiti della regione occupata da iV, allora noi sappiamo che 
ognuna di queste n funzioni « comporta nelV intorno di ogni punto 
di K come una funzione razionale delle x. 

Ciò non avviene invece più, se K ha qualche punto A comune 
con le varietà limiti di N, Se ciò avviene, si può però in qualche 
caso dimostrare che per ogni punto A di K si possono trovare 
n funzioni y^, y«, . • • v y« ^^^' cAe 

1. Le n funzioni ^i, y^, , ^» si annullano nel punto A. 

2. Se OL è quella porzione di un intorno di Ay che è interna a 
Ky e se in un punto di a è y< = X, (/ = 1, 2, . . . ., n), esiste in a 
al piU un numero limitato di punti, in cui y< = X,. 

3. Le funzioni, invarianti per G, da noi costruite, si comportano 
nel punto A come funzioni razionali delle y,. 

L' esistenza di tadi variabili y per ogni punto A ài Kh stata 
dimostrata finora soltanto in casi particolari, p. es. nel caso stu- 
diato nei precedenti paragrafi di n =^ 1. In tal caso infatti si 
può assumere come variabile y^ la variabile principale corrispon- 
dente al punto A (*). 



(*) Por » ^ 1 il U'orcma hi ]mò osteudcre facilmente ni gruppi 
fuclmiani mÌ8ti, di cui diede il primo cHempio Blime^thal (Math. Ann. 
Tomo 56, pag. 509). Per qualche gruppo ipertucIi»iauo il teorema in di- 
Bcoreo è stato dato da Picard {^Acia Mafhem. Tomo 5). 



Capitolo Undicesimo — § ^. 345 

Le seguenti considerazioni si applicano soltanto a quei gruppi 
6r, tali che per ogni punto di K si possano trovare le corrispon- 
denti variabili y, in guisa da soddisfare alle condizioni suaccen- 
nate. E ricordiamo che esse valgono quindi in particolare se K 
non ha punti comuni col contorno di N (nel qual caso si può 
per ogni punto A ài K supporre y, = re,), ciò che avviene p. es. 
se siamo in uno dei casi, in cui si è dimostrata la convergenza 
delle serie 5 di Poincaré. Ciò avviene anche per i gruppi G del 
§ 42 (pag. 292), generati da 2 w traslazioni indipendenti ; per essi 
appunto Weierstrass ha dato per la prima volta i teoremi, di 
cui qui ci occuperemo. 

Noi anzi supporremo nel seguito che le y, corrispondenti a 
un punto A di K siano tali che in quella parte di un intorno 
di A^ che è interna a K^ non esistano due punti distinti, in cui 
ciascuna delle y riprenda lo stesso valore; il caso più generale 
si studia con gli stessi metodi, e con poche modificazioni. 

Dalle nostre ipotesi segue, in virtù dei lemmi precedenti che, 
se tt„ Us, . . . ., t^M «ono n funzioni indipendenti invarianti per G 
costruite mediante serie 0, allora in un intorno di un punto A 
di K non possono esistere infiniti punti isolati, in cui le m< rice- 
vono un sistema di valori a^, a^^ , a, dati ad arbitrio. Noi 

potremmo anzi nelle seguenti considerazioni imporre questa con- 
dizione al nostro gruppo G, anziché ammettere per ogni punto 
di K l'esistenza delle citate variabili y. 

Noi diremo che una funzione invariante per G, che in ogni 
punto di K si comporta come una funzione razionale delle corri- 
spondenti variabili y, è una funzione razionale di K, Queste fun- 
zioni sono per w > 1 le analoghe delle funzioni fuchsiane e 
kleiniane, corrispondenti a gruppi G su una sola variabile. Noi 
sappiamo già che: 

1. Esistono n funzioni razionali di K indipendenti (§ 41, pag. 288). 
E noi dimostreremo: 

2. Tra n -\ 1 funzioni razionoli di K passa sempre almeno 
una relazione algebrica. 
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3. Si possono (in infiniti modi) trovare n -{- 1 funzioni u^, u^j 
. . . ., w,_f.i razionali di K^ legate da uva sola relazione algebrica 

g (m„ Ut, , tt,^,) == 

tali che tutte e sole le funzioni razionali di K sono esprimibili 
come funzioni razionali delle m», w^, . . . ., tt,+i. 

Anzi di più: 

T punti di K sono in corrispondenza analitica biunivoca e con- 
tinua coi punti della varietà algebrica g =0, quando naturalmente 
non si considerino come distinti ,punti del contorno di K tra di 
loro equivalenti. Le funzioni uniformi invarianti per O sono tutte 
e sole le funzioni uniformi su questa varietà algebrica : e tra esse 
le funzioni razionali di K sono tutte e sole le funzioni razionali 
su questa varietà algebrica. 

Restano cosi estesi a gruppi assai più ampii le relazioni tro- 
vate tra i gruppi fuchsiani e kleiniani, e le curve algebriche (su- 
perficie Riemanniane) : esse potranno forse essere il punto di 
partenza per ulteriori sviluppi della teoria, e in particolare per 
la generalizzazione ad n > 1 dei risultati fondamentali, che nel 
capitolo seguente troveremo nel caso w = 1. 

Per fissare le idee e per semplicità ci limiteremo al caso di 
w = 2. Il caso generale si studia con metodi affatto simili (*). 

Osserveremo anzitutto che alle funzioni razionali di K si 
estendono facilmente i lemmi dimostrati sopra per le funzioni, che 
si comportano come funzioni razionali in un campo perfetto R, 



(•) Il caso di tt qualunque è stAto studiato da Poincaré (Aria Ma- 
theiH, voi. 26, paig.43 e seg.) e da Blum£NTIIal (Mnth. Ann. tomo 58, pag. 497 
e seg.)? dove il lettore trovem numeroflc citazioni bibliografiche. L'unica 
differenza tra il caso qui studiato, e il caso di n i^ 2 sta in ciò, che 
mentre noi incontreremo soltanto o equazioni, o coppie di equazioni in 
due incognite, nel caiso di n qualunque si possono trovare sistemi di m 
equazioni in n :^ m incognite. La teoria di questi sistemi è svolta in 
Blumentiial (loc. cit. tomi 57 e 58), e porta a risultati affatto simili a 
quelli, che noi incontreremo. 
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Le dimostrazioni continuano a valere inalterate, purché nella 
considerazione di un intorno di un punto di K alle variabili 
Xi, Xi si sostituiscano le variabili y^^ y^. 

Siano ora w,, u^ due funzioni razionali di K. Consideriamo il 
sistema di equazioni 

tti — «1 = M^ — ag == (a, = «2 = cost.). 

E sia p un piano, ove i^», u^ sono variabili coordinate. A ogni 
punto (a„ a,) di p corrisponderà una coppia di equazioni, e vice- 
versa. Noi ci chiediamo: 

A quali punti di p corrisponde una coppia di equazioni con 
infinite soluzioni entro il poligono Kf 

Per quanto abbiamo detto, ciò può soltanto avvenire, se le 
due equazioni sono soddisfatte lungo una stessa curva, lungo la 
quale dovrà anche essere nullo il lacobiano A delle «e,, u^. Ma, 
se noi supponiamo che le t^,, u, siano indipendenti, ossia che A 
non sia identicamente nullo, l'equazione A := definisce per i 
lemmi precedenti al più un numero finito di curve di K. Esiste 
dunque in K al più un numero finito di curve, lungo le quali 
può avvenire che w,, u^ conservino rispettivamente uno stesso 
valore fl„fl.. I punti di p, cui corrisponde una coppia di equazioni 
avente infinite soluzioni in K, sono dunque in numero finito. Noi 
li chiameremo i punti singolari di p. 

Cosi pure i punti di indeterminazione, che u^ ha in K sono 
in numero finito ; siano a^'\ uT, . . . . , a^"*»^ (w, = intero finito) i 
valori che u^ assume in essi; le equazioni u^ = a^J^ {i = 1, 2, . . .., m) 
definiscono certe curve y in p. Altre curve y, in numero finito, 
si determinano, considerando i punti singolari di u^ in p. Se 
ai*^ (i = 1, 2, . . . ., /y^J}; m^ intero finito) sono i valori, assunti in 
essi da m», le nuove curve y considerate sono le curve tt, = a[*\ 
Noi indicheremo tutte queste curve complessivamente con Yi, y,, 
...., y^., e le diremo le curce singolari di p. 

Affinchè queste ultime considerazioni siano legittime, si deve 
supporre che le w,, u^ non abbiano punti di indeterminazione 
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comuni. Noi dobbiamo quindi ora completare il nostro studio, 
per il caso che le ttj, u^ abbiano qualche punto di indetermina- 
zione comune. 

Sia A un tale punto. In un intorno di A sarà 

dove le 9 sono serie ordinate secondo le potenze delle corri- 
spondenti variabili yi, y^, le quali si annullano nel punto A^ 
ossia per y^ = 0, y^^ 0. Le equazioni u^ == Aj, u^ = a^ equival- 
gono in un intorno a sufficientemente piccolo di A rispettiva- 
mente a due equazioni algebriche in y^, i cui coefficienti sono 
funzioni analitiche regolari di y,, «j e di yi, a, (*). Se noi elimi- 
niamo y^ tra queste due equazioni otterremo una risultante 
^ (^1) «ij «2) == 0) dove jK è in un intorno di y, = una funzione 
analitica regolare di yi, a„ a„ la quale deve essere identicamente 
nulla per y^ == 0, in quanto che per y^ = 0, y, = sono identi- 
camente soddisfatte le «pi — «1 9» = % — «j 94 = 0. La i2 avrà 
dunque un fattore yì (X :^ 1). Poniamo -^ = if(yi,ai,a,),if"(ai,a,)= 

= -fif (0, Oj, a,). L* annullarsi di i?" ci dà la condizione necessaria 
e sufficiente, affinchè in ogni intorno del punto A le Uj, w, acqui- 
stino dei valori vicini a piacere rispettivamente alle «i, a,; cosic- 
ché i2" è una funzione effettiva delle a^a^. Se 61, &, sono invece un 
sistema di valori delle a^ fla, che non soddisfa alla if" = 0, esiste 
un intorno abbastanza piccolo di A^ in cui la \Ui — &i 1 -[- | ^2 — 62 
ha un limite inferiore diverso da zero. Ciò che noi esprimeremo 
dicendo che la E^' («i, a,) == definisce i valori «i, a, assunti 
dalle M„ Ui nel punto A. Al nostro punto A corrisponde dunque 
un certo numero finito di curve in p, definite dalla R' (Wi, Wg) = 0. 
Se Wj — ai = u^ — «2=00 un sistema di equazioni, corrispondente 



(*) Ciò è conseguenza di un teorema di Weierstrass giù citato (pag.839), 
almeno quando si faccia una conveniente trasformazione lineare di coor- 
dinate yi, y^. 
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a un punto di p^ non posto su una di queste curve, i punti di 
JC, in cui tale sistema è soddisfatto, sono certamente a distanza 
non infinitesima da A, Altrettanto si può ripetere per gli altri 
punti di indeterminazione (certamente in numero finito) comuni 
alle 2^1, u, . 

In conclusione anche i punti di indeterminazione comuni alle 
M„ M, definiscono soltanto un numero finito di curve singolari y 
su p. Ed è ben evidente che queste curve singolari formano un 
insieme di punti, che non è denso in alcuna regione di p. 

Se noi prendiamo in p un punto regolare, cioè un punto non 
singolare, e non posto su alcuna curva singolare, la coppia di 
equazioni corrispondente avrà un numero finito di soluzioni, cor- 
rispondenti a punti di if, che non sono punti di indetermina- 
zione né per %», né per u^. Ora il piano p è il piano di due 
variabili complesse t*,, m,: esso si può quindi rappresentare in 
uno spazio P di punti reali, a quattro dimensioni reali; i punti 
non regolari di p avranno in P per immagine dei punti isolati A 
in numero finito, e delle moltiplicità F, pure in numero finito^ a 
due dimensioni reali, immagine delle curve y. I punti regolari 
di p avranno per immagine punti regolari di P: punti cioè non 
posti sulle r, e distinti dai punti A. Potremo quindi passare da 
ogni punto regolare di P a ogni altro punto regolare di P con 
una curoa continua, tutta formata di punti regolari di P; da un 
punto non regolare B di P potremo passare a ogni punto rego- 
lare di P con una curva continua, tutta formata di punti rego- 
lari, eccetto l'estremo B. 

Vogliamo ora dimostrare un lemma fondamentale. 

Se il sistema di equazioni u^ = a,, ttg = «g é soddisfatto in r punti 
isolati Liy Lij,..di K{*), che non sono di indeterminazione per alcuna 



(•) Questi punti possono essere in parte sovrapposti; e preoisanientes 
in un punto, che sia un infinitesimo di ordine X per la coppia di fun- 
zioni ir, — a,, Mo — ^a, si devono immaginare sovrapposti X punti /",. 
(Cfr. a pag. 343). 
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delle w„ Ws, esiste un intorno a del punto {a^, flt) di P tale che, se 
{bij 62) è un punto di (a), il sistema di equazioni u^ •— 61, u^ = 6, 
è soddisfatto almeno in r punti isolati di K, che non sono punti 
di indeterminazione per le u^, u^. 

Siano L„ i., . . . . , Lp p punti distinti, scelti tra i punti L^ L„ 
. . . ., L^ e tali che ognuno dei punti Li (i ^ r) coincida con uno 
e uno solo dei punti Lj {j ^ p). Sarà ^ = r, soltanto se tutti i 
punti L sono distinti, ossia se ogni punto i, è uno zero sem- 
plice per la coppia di funzioni w» — «,, u^ — a,. I punti L, si 
possono supporre tutti iìiterni a A: a questo caso ci possiamo 
infatti generalmente ridurre con un cambiamento lecito del cam- 
po K (*). Noi potremo costruire per Lj un intorno \ (J = 1, 2, 

, p), interno a /f, tale che \ non contenga alcun punto, 

ove ttj od ti^ sono indeterminate o infinite, e che in nessun 
punto di Xj distinto da Lj sia Ui — a» = u^ — a^ = 0. L'inte- 
grale /(Xj, a„ fl,) di Kronecker relativo ad u, — a^ u^ — a^ ed 
all' intorno \ sarà uguale alla moltiplicità del corrispondente 
punto Lj per il sistema di equazioni u^ — a^ = w, — a, = 0. 



(*) Unico caw) eccezionale sarebbe quello, che uno dei punti Lj (/ < p), 
p. es. />, , fosHC lanciato tìsso da una qualche trasformazione del nostro gruppo. 
Se /y, giacesse sulhi varietà limite della rete di campi K, allora per stu- 
diare gli zeri, e la moltiplicità degli zeri delle funzioni tr^ — «i, S — <H 
nel punto /.j, si dovrebbe riferirci all'intorno dell'origine nello spazio 
in cui sono coordinate non omogenee le corrispondenti variabili y, in 
modo analogo a quanto facemmo a pag. 310 e seg. per i gruppi fuchsìani e 
kleiuiani. Se L^ fosse interno alla rete di campi K, esso sarebbe lasciato 
fisso da un sottogruppo di ordine finito /*. I punti di un intomo X di Li 
si distribuirebbero in sistemi di h punti, tra loro equivalenti. Se è in uno 
di questi punti n^ = ftj, n^ -^ />,, altrettanto avverrà negli h — 1 punti 
equivalenti. Il numero dei punti di X, ove le m,, ti, assumono un sistema 
(1,, U^ di valori, abbastanza poco diff'erenti da «,, r/j, è dunque un multiplo 
hk deir intero h. Ma, poiché punti equivalenti rispetto a G non si c-on- 
siderano come distinti, dobbiamo dire che u^ = òj, u^ = b^ in soli k pimti 
di un intorno di L,. E converremo di dire che />, è un infinitesimo di 
moltiplicità A; per 1/, — ^/,, i/o - «j. Con questa convenzione, affatto ana- 
loga a queUa fatta a pag. 306 per i gruppi su una sola variabile, la nostra 
dimostrazione continua a essere applicabile anche a un tale punto I/,. 
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Ora, r integrale / (X, 6„ 6,) di Kronecker relativo a uno stesso 
di questi intorni, e alle due funzioni u^ — &i, t*^ — 62 ^^^^ natu- 
ralmente una funzione continua di &„6a nel punto &i = ai, ì><^'=a^. 
Potremo perciò costruire un intorno a cosi piccolo del punto 
(a„ «a) in P, tale che per ogni punto (6„ ftj) di a il citato inte- 
grale / (X, 61, ftj) differisca da / (X, a^ a^) per meno di ^ . E poiché 
questo integrale deve essere sempre uguale a un numero intero, 
sarà/(X, 61,62) = /(X,ai,as). Quindi il sistema di equazioni u^ — 61 := 
= ^2 — 62 ^= sarà in ciascuno degli intorni considerati soddi- 
sfatto tante volte, quante volte è soddisfatto il sistema di equa- 
zioni tti — «1 = 1^2 — ^2=^- ^^^ ^^® dimostra il nostro asserto. 

Ora, se (a^, a^) è un punto regolare di P, il sistema di equa- 
zioni «j — a^ ^=^ U2 — a2 = è, come sappiamo, soddisfatto sol- 
tanto in un numero finito m («j, «g) (che per ora non possiamo 
dire che sia differente da zero) di punti di K^ in ciascuno dei 
quali poi le m„ u^ non sono indeterminate. Di più i punti rego- 
lari di P formano, come sappiamo, un tutto connesso: da uno 
si può passare a ogni altro lungo una linea l formata tutta di 
punti regolari. Quando un punto di P descrive H, allora, per 
quanto abbiamo detto, nessun punto di A', in cui sia soddisfatto 
il corrispondente sistema di equazioni Ui — a, = ^2 — ^2 = ^? 
può avvicinarsi indefinitamente a un punto di indeterminazione 
per le m„ tij o a un punto, ove una delle u diventa infinita. Noi 
potremo dunque escludere da K con intorni suflScientemente 
piccoli tutti questi punti, in modo che la coppia di equazioni 
corrispondente a un punto di l non sia soddisfatta in alcun 
punto della regione esclusa. Il numero m (a„ a^) è dunque anche 
il numero dei punti della regione residua, in cui sono soddisfatte 
contemporaneamente le Wj — «1 = ^2 — a2'-=0; quando si descrive 
l esso non può mai diventare infinito, perchè l è una linea di 
punti regolari. Con un metodo analogo al precedente se ne de- 
duce che m (a,, a^) varia con continuità, quando ci si muove 
lungo Z. E, poiché 7n è un intero, esso sarà dunque costante. 
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Se ne conclude che m (a^ c^) = m (&|, &,) se (a,, a^) e (b^ 6,) 
sono rispettivamente le coordinate degli estremi di L E, poiché 
questi estremi sono, come vedemmo, punti regolari qualunque 
di P, ne deduciamo : 

Esiste un intero m tale che ogni sistema di equazioni «i — «i = 
= u^ — «2 = 0, corrispondente a un punto regolare di P, è soddi- 
sfatto in soli m punti isolati di un campo fondamentale K^ nes- 
suno dei quali è di indeterminazione per una delle u, mentre ogni 
altro sistema di equazioni u^ — ai = U2 — a^ = 0, corrispondente 
a un punto non regolare di P, può essere soddisfatto al più in m 
punti isolati di K, in cui le m< non sono indeterminate (oltre even- 
tualmente a qualche altro punto, in cui una delle u sia indeter- 
minata, oppure oltre a qualche linea di A"). 

Ciò si può anche enunciare rapidamente dicendo che la cor- 
rispondenza tra K e p è una corrispondenza 1 hh m. 

Il teorema ora dimostrato vale, e si dimostra in modo affatto 
analogo anche per altri tipi di equazioni. 

Sieno M„ 17,, Wg, t?2 funzioni razionali di k. Se la coppia di 
equazioni w, — aj Vi = 0, u^ — «g ^2=0 è, almeno per un sistema 
di valori delle o,, a,, soddisfatta soltanto in un numero finito di 
punti isolati, allora esiste un intero m tale che per valori ge- 
nerici delle ai, a^ il precedente sistema di equazioni è soddisfatto 
in soli m punti isolati di K^ nessuno dei quali è per le w,, V( un 
punto singolare (un polo, o un punto di indeterminazione); men- 
tre per ogni altro sistema di valori delle a„ a, il precedente si- 
stema è soddisfatto in non più di m punti isolati di K, ove le 
tt„ V( sono regolari, oltre eventualmente a qualche curva di -K, o 
a qualche punto, in cui le w<, Vt non sono regolari (*). Il teore- 



(*) Questo teorema rì dimostra in modo analogo al precedente. Si co- 
mincia ad osservare clie i punti inolati di p, a cui corrisponde un sistema di 
equazioni, die ammette in K infinite soluzioni, sono in n it mero ^iitto, perchè 
una curva di K lungo la quale è soddisfatto il nostro sistema di equa- 
zioni, deve coincidere con una delle curve, lungo cui t'j = 0, oppure con 
una delle curve, lungo cui è le^ = 0, oppure con una curva, che 8oddÌ8& 



Capitelo Undicesimo — § 47, 353 

ma precedente è suscettibile di una ulteriore estensione. Siano 
t/„ Ma, . . . ., «^ e «?,, i\, . . . ., V, delle funzioni razionali di K: poniamo 

r « 

Q = 2*' **' + O-H ; /i = S P' ^' + P.M- («J P = cosi.). 

Esiste un intero m, tale che per valori generici delle costanti 
a, p il sistema di equazioni Q = 0, R = è soddisfatto in soli m 
punti isolati di K, in ciascuno dei quali le u„ v^ sono regolari (né 
infinite, né indeterminate), mentre per valori speciali delle a, p il 
precedente sistema di equazioni non è soddisfatto in più di m 
punti isolati di K, ove le ti,, t?, siano regolari (oltre eventualmente 
a qualche curva di ^, o a qualche punto, ove almeno una delle 
w„ Vf é singolare, ossia è infinita, o indeterminata). 

In altre parole, se C è una curva analitica, lungo la quale sia 
Q z= Oj e se K si annulla in più di m punti di C, in cui le tt,, t?, 
sono regolari, allora R è nullo lungo tutta la curva C. 



all'equazione ottenuta annullando il lacobiano delle ^ , '.Le quali cur- 

ve Bono in numero finito. Si dimostra poi, come nel Ci\»o precedente, che 
se il sistema delle nostre equazioni è per un punto («,, a^) di p soddi< 
sfatto soltanto in h punti isolati di K, ove le Ut , Vt sono regolari, allora 
il sistema di equazioni corrispondente a un intomo del punto {a^, a^) di 
p è soddisfatto almeno in h punti isolati di K, in cui le tf« , i\ sono rego- 
lari. Per un sistema di valori delle a^, <?, scelto in mo<lo qualunque, la 
nostra coppia di equazioni è soddisfatta in punti, ove è soddisfatto almeno 
uno dei seguenti sistemi di equazioni: 

> — rt, = - — «« = 0: ft == V, = ■ — a- = 0: 



Ai primi tre di questi sistemi possiamo applicare le dimostrazioni 
precedenti ; V ultimo sistema è soddisfatto per ipotesi soltanto in un nu- 
mero finito di punti isolati. La legittimità di questo procedimento è do- 
vuta a ciò che noi nell' enunciato del nostro teorema non ci occupiamo 
dei punti, in cui una delle Ut , ?\ , p. es. una delle v,, r^ diventa infinita 
o indeterminata, 

19 
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Che infatti per ogni sistema di valori delle flC|,Pj(i=l,2,...,r) 
(j = 1, 2, ...,«) esista un tale intero m indipendente dalle a,^„ ^.^i, 
segue dal primo teorema da noi dimostrato. Che poi tale intero 
sia indipendente dalle altre costanti a, ^, p. es. dalle a^ Pi, segue 
dal lemma, che ne abbiamo dedotto più sopra, appena si noti 
che le equazioni Q = 0, 22 = si possono scrivere nella forma 

2l — «1 ?<?i "= 2, — ag ITg = 0, 

quando si ponga 

r # 

«, = — a», as = — P,, ?i3i = w,, tt?, = tti* 

Dal precedente teorema segue tosto un altro teorema per- 
fettamente analogo per i sistemi di equazioni 

P = ^* = 

quando con P, 5» si indichino rispettivamente un polinomio di 
primo grado nelle «,, «g, . . . ., Mv e un polinomio di A*''*"" grado 
nelle stesse w^. Infatti Sj, è un polinomio di primo grado delle 
funzioni ufi w?< . , . .ufr ^ ove sia oci -\- oi^-\- .,..-{- a, ^h. Il cor- 
rispondente intero m dipenderà soltanto da A; se |x è il valore 
di m per A = 1, allora, poiché tra i polinomii S^ esistono i 
polinomii, che sono prodotto di A polinomii generici di primo 
grado nelle u, (tali che il corrispondente sistema di equazioni 
P = /Sfc = sia soddisfatto in un numero finito di punti, tutti 
regolari per le u), sarà m = |x A. 

Siano ora m,, «., u tre funzioni razionali di K: due almeno 
delle quali siano indipendenti. 

Noi vogliamo dimostrare che esse sono legate da una rela- 
zione algebrica. Sia S uno spazio, in cui le u,Ui, u, sono coordi- 
nate cartesiane ortogonali. A ogni punto di K corrisponderà in S 
un punto di una certa varietà V a due dimensioni. Una equa- 
zione lineare nelle u rappresenterà in 2 un piano; una equa- 
zione Sh = 0, di grado A nelle tt, rappresenterà in 2 una superficie 
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algebrica di ordine h. Per il teorema precedente, esisteranno in 
generale fi h punti di K^ a cui corrispondono in H punti della T', 
appartenenti alla >S;^ = 0, e a un piano prefissato. In particolare 
se a, p sono due piani generici in S, esiste in K un numero 
costante ji di punti, a cui in 2] corrispondono punti posti sulla 
F, e sulla retta di intersezione dei due piani a, ^. Già da questi 
fatti si intuisce che la Fsarà una superficie algebrica (di ordine ji, 
se a un punto generico di V corrisponde un solo punto di K). Ciò, 
che sarà confermato dalle deduzioni seguenti. Siano P^ Pj, .. .., P, 
q polinomii lineari generici nelle tt, Wi, Mj, dove g è un intero 
per ora indeterminato. Se Q = è un polinomio generico lineare 
nelle te,Ui,tft, allora ognuno dei sistemi di equazioni P,= Q=0 sarà 
soddisfatto in |ji punti isolati, in ciascuno dei quali le u,tt|,t^ sono 
regolari; e i q[i punti così ottenuti si possono tutti supporre 
distinti. Ora un' equazione P, = determina in K un certo nu- 
mero finito gt di curve; e poiché l'insieme dei polinomii di 
primo grado nelle m, u,, u^ è un insieme continuo, mentre l'insieme 
degli interi Qt è numerabile, esisteranno infiniti polinomii di pri- 
mo grado nelle u, 2«,,Uj, per i quali l'intero gr, ha uno stesso valore. 
Per quanto sia grande j, potremo dunque scegliere i polinomii 
P in guisa che i numeri Qt restino inferiori a una stessa co- 
stante V. Sia h un intero qualsiasi: scegliamo su ciascuna delle 
Qt curve definite dalla P, = (i = 1, 2, ...g) Aji -f- 1 punti, che non 
siano singolari per alcune delle w,M„tt,. Avremo cosi fissato comples- 
sivamente (A |i -(- 1) S gr, ^ V (A |x -j- 1) q punti A in K. Ora un 

polinomio Sj^ di A"'"** grado nelle u, Ui, u, dipende da ( T )= 

^(h+l){h + 2){h_±S) ^^effici^nti. Poniamo j = A + 1. Se A 

è abbastanza grande, allora evidentemente ( T )>v (Afi-f-l)?; 
e potremo cosi determinare i coefficienti di Sx in modo che sia 
Sn = in tutti i punti A, precedentemente fissati in K, Quindi 
* ognuna delle curve, per cui una delle P, è nulla, ha almeno 
A (1 + 1 punti regolari comuni alla Si^ = 0, e giace quindi in- 
tieramente in Sh=^0, I punti, ove P, = Q ^ giacciono dun- 
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que, qualunque sia é, sulla S^ = 0. La 5^^ = ha quindi con 
Q = almeno (A + 1) [i punti comuni, e quindi le equazioni 
5f^ = 0, Q = sono soddisfatte lungo una stessa curva. Altret- 
tanto avviene se a Q sostituiamo un polinomio Q', i cui coef- 
ficienti differiscano di abbastanza poco dai coefficienti omologhi 
di Q; e quindi la /S^ = è soddisfatta in oo* punti di K^ onde 
segue che /S» è in /l identicamente nulla (*). 



(*) Credo opportuno, per essere più completo, dare un cenno del modo 
con cui questa ultima parte della dimostrazione si estenda al caso di 
n > 2, tanto più che la bella dimostrazione del Blumenthal non è forse 
per n >- 2 immune da qualche dubbio. Supponiamo p. es. n = 3. Ài teo- 
rema sopra dimostrato per il sistema di equazioni P = jS* — corrisponde, 
nel caso n = 3, nn teorema perfettamente analogo per i sistemi di equa- 
zioni P, = Pg = -S* = 0, quando le P, , P, siano polinomii di primo grado 
ed B^ un polinomio di gnulo h di un certo numero r di funzioni razionali 
di Z. Siano f'i, l'e^ <^89 ^ quattro funzioni razionali di il, di cui le prime 
tre indipendenti. Consideriamo ^ + 1 polinomii P,, P,, . ..., P, , Q gene- 
rici di primo grado nelle n, essendo q un intero jier ora indeterminato. 

Ogmmo dei T' sistemi di equazioni Pf z=z Pj z= Q ~- (i ^ j) sarà 

verificato in [i punti di K, che noi potremo supporre essere tutti punti di 

regolarità per le w; e i [li-^^^r 1 punti così definiti si potranno supporre 

tutti distinti tra di loro. Poniamo 9 = /» (jji + 1) -f- 1 . Come sopra, si 
vedrà che, se /* è abbastanza grande, esiste un polinomio <S\ di grado A 
nelle ti, tale che sia -^^ ^:= lungo tutte le curve, lungo cui è soddisfatto 

lino dei - -^-^ sistemi di equazioni P, _i P^ ^= 0. Il polinomio iS* non 

sarà diviaibile per almeno q — h dei polinomii P, p. es. per P^, P^, ...., 
Pq-h • Ognuno dei sistemi di cqiuizioni P^ z= Pj =z 8^ = (i + ;; t, ; = 1, 2, 
. ..., 7) sarà soddisfatto almeno in uno dei punti ove P< =1 § .-= Pj _- 0. 
Quindi il sistema di equazioni P< -r § ^ 5» = sarà soddisfatto in almeno 
q — 1 =z h {[», -\- 1) ^^ h [i, punti regolari. Questo sistema di equazioni 
sarà dunque soddisfatto lungo una curva di K. Assumiamo in uno spazio 
euclideo S le w a coordinate cartesiane. Ai punti di K corrisponderà 
in S una ipersuperficie V. Gli iperpiani P, -t= 0, (? — e la ipersu- 
perficie 5f» = avranno almeno una curva Ot comune con la varietà K. 
Siccome per i -= ì,2, .. .., g — /i, 81, non è divisibile per P, , le curve 
6'., C?2, ...., Cq_k saranno curve algebriche. (Si noti che 8^ non può con- 
tenere il piano Pf ^= Q =: 0, perchè (^ è generico). Sia ora Q^ un altro 
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Le funzioni Ui, Ui, u sono dunque legate da una relazione al- 
gebrica. 

Siano ora Ui, u^ due qualsiasi funzioni razionali di A'; e sia (i 
il numero dei punti isolati, regolari, in cui le a„ a, assumono 
un sistema generico di valori a^ a,. Sia u un'altra funzione ra- 
zionale di JC, ed /S — r equazione algebrica irriducibile, a cui 
soddisfano le u^ u^^ u. Il grado h di S nella u non potrà essere 
maggiore di (x, poiché a un dato sistema generico di valori delle 
tt„ Ut corrispondono non più di |i valori distinti per la u. Esi- 
stono anzi delle funzioni u razionali di K, per cui il grado della 
corrispondente equazione S = nella u è proprio |i; col metodo 
del § 41 si dimostra infatti facilmente l'esistenza di una fun- 
zione t^, razionale di K, che assume valori distinti nei |i punti 
di Kj in cui le w,, u^ assumono rispettivamente dei valori a„ «„ 
scelti in modo generico. Ma anche prescindendo da ciò, dimo- 
streremo che, se la u è scelta in modo che il grado del polino- 
mio S nella u abbia il valore m più grande possibile (m ^ |i), 
allora ogni altra funzione io razionale del campo K è esprimibile 
carne funzione razionale delle u, u^ t^^. Infatti, se p è un qualsiasi 
parametro, la funzione tCi = w + p ic soddisfa a una equazione 
f {^19 Pj «^ij w,) — i 0, algebrica nelle u t 9 u), u^^ u^. Derivando 
rispetto a p otteniamo 



(^0 +»(/0 ="• 



poliuoiiiio lineare generico delle ti; Tiperpiano §, rr- di S avn\ almeno 
un punto generico comnne con ognnna delle cnrve C^, C^, . ..., (\-h' Esi- 
steranno quindi in K almeno q — h punti, ove Q = Q^ rrz /S* = 0. Oi*a 
q — h'=:h\i,-\-l^h[L. Quindi eKisterà in K almeno una curva, ove sono 
nulli tanto «Sj^ , quanto una coppia di polinomii lineari Q, Q,, scelti in modo 
generico. 0, ciò ch^ è lo stesso, ogni piano a 2 dimensioni di 2 ha al- 
meno una curva comune con la ipersuperficie F, e la 6\ = 0. Ciò è sol- 
tanto possibile, se la V appiU'tiene alla ^^ •=: 0, ossia se 8^ è identicamente 
nullo in K. 
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Ora per p = è (^ - j =t= 0, perchè l'equazione tra le 

u, Ui, Ut, algebrica di grado m nella u, è irriducibile. Quindi si ha : 



w 






La quale formola dimostra il nostro teorema. 

I teoremi di Weierstrass, enunciati al principio del paragrafo, 
sono cosi completamente dimostrati. 

In particolare ne seguirà che ogni funzione razionale di K è 
razionalmente esprimibile mediante serie 6. 

E poi ben evidente che, per i gruppi iperfuchsiani puri o 
misti, i quali posseggono un campo fondamentale senza vefrtici 
a distanza infinita nella metrica corrispondente, tanto le serie S, 
che le serie 6 (di cui noi abbiamo già dimostrato la convergenza), 
e le loro derivate rappresentano funzioni analitiche senza sin- 
golarità essenziali a distanza finita. Cosicché, se una funzione f 
delle 0?, invariante per (j, è esprimibile razionalmente per mezzo 
di funzioni 5» di funzioni 6 e delle loro derivate, allora essa è 
una funzione razionale del campo e quindi è razionalmente espri- 
mibile come funzione delle m, ti», u^. 

I 48. — Le fónsioni zeta-automorfe e le equazioni differenziali 
oorrispondenti. 

Sia G un gruppo su n variabili ìt, per cui valgano i teoremi 
di Weierstrass. Sia F un gruppo isomorfo di trasformazioni li- 
neari intere omogenee su m variabili. Le serie 5 di grado abba- 
stanza alto, costruite per i gruppi G, F, siano convergenti asso- 
lutamente e uniformemente nell'intorno di un punto generico. 
Tutte queste ipotesi sono soddisfatte, come sappiamo, so. per 
esempio G è fuchsiano, oppure un gruppo iperfuchsiauo puro 
o misto, che possiede un campo fondamentale senza vertici a 
distanza infinita nella metrica corrispondente. Allo studio di 
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questi casi noi ci limiteremo quindi senz'altro. Indicheremo con 
?ii ^»i ••••» ^«+1 n-\-l funzioni uniformi delle a:, invarianti per G^ 
senza singolarità essenziali a distanza finita, tali che ogni altra 
funzione siffatta sia funzione razionale delle z^ Le Zi saranno 
legate da una relazione algebrica 

(I) g(zx,z^, — ,2., = 0. 

Ogni funzione invariante per (?, che si esprima razionalmente 
mediante serie ^, serie 9, e derivate di serie 5 o 9, sarà una fun- 
zione razionale delle z^. 

Supponiamo di aver costruito m funzioni uniformi yo^aj^-.i^», 
le quali, quando le x subiscono una trasformazione di G, subi- 
scono le trasformazioni di F. Noi potremo supporre le y, linear- 
mente indipendenti; se cosi non fosse, e p. es. le yufu y«+s) ••••;. V* 
fossero combinazioni lineari delle funzioni ,yi, //g, ...., y^, allo 
studio delle y^ . . . . y^ sostituiremmo lo studio delle y, . • . . y^. 
Poiché le ^1, . . . . , 2. sono invarianti per ©, allora, considerando 
le y, come funzioni delle 2„ , 2,, troviamo che le . ?^* (A= 1,2, 

C' Zi 

. . . ., m) formano ancora per ogni valore di i {i = 1, 2, . . . ,, n) un 
sistema di m funzioni, tali che, quando le x subiscono una trasfor- 
mazione di G^ subiscono la corrispondente trasformazione di F. Al- 
trettanto avverrà quindi anche delle ^ — ^ , -^ H^ ?••••? ^ -^ 

o Zia Zf^ dZ{OZn oZi o Zi^ 

per ogni sistema di valori delle i, h compresi tra 1 ed n. In ge- 
nerale le m funzioni F,, definite dalle 

(H) F, = S,.^..,,a.„., ..4^:.:'4 («:. + *.+... + ».^») 

subiscono^ quando le x subiscono una trasformazione di G, la cor- 
rispondente trasformazione di T, se le a sono funzioni uniformi 
invarianti per il gruppo G^, e y è un intero positivo arbitrario. 
Ricordo che, conformemente a notazioni universalmente usate, 
si può porre 

*• iz\dzl....dzV dx, dz\dzl....dz:' ''''''' 
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Se di più le y sono state costruite mediante serie § o 0, e se 
le a sono funzioni razionali delle 2„ 2,, ...., 2.+,, le Vi non avranno 
singolarità essenziali a distanza finita. 

Dimostriamo ora viceversa: Se le y^^ y^y ...., y^ sonOy come 
supponemmo, linearmente indipendenti^ si può trovare un intero q 
così grande, che ogni sistema di funzioni Vt tmiformi delle x, le 
quali subiscono, quando le x sono sottoposte a una trasformazioìie 
di 6r, la corrispondente trasformazione di l\ sia sempre esprimi- 
bile sotto la forma (II), dove le a sono funzioni uniformi delle x, 
invarianti per G [o, in altre parole, sono funzioni uniformi delie 
w + 1 variabili Zi,Zi, ...., 2„^i legate dalla relazione (I)]. 

Questi due teoremi riconducono (se F è un gruppo lineare 
intero) il problema (A) al problema più semplice (B), appena sia 
noto uno solo dei sistemi di funzioni ?/,, y^, . . . ., ?/«. 

Per dimostrarli, si osservi che se le y, sono linearmente indi- 
pendenti, si possono trovare m sistemi di n numeri interi fc,„ fc,., 
. . . ., fe„ (s = 1, 2, . . . ., w) tali che sia differente da zero il deter- 
minante delle rirs (r, « = 1, 2, , w), dove si è posto 



(*) Questo teorema è evidentemente vero per m = 1 ; basterà dunque 
dimostrarlo per m = t, quando lo si ammetta vero per m = t — 1. Poiché 

le yi, , yt sono linearmente indipendenti, altrettanto avverrà delle 

^1, i/g, yyi-i» E> poiché il nostro teorema si ammette vero per m = / — 1, 

esisteranno t — 1 sistemi di n numeri /«, „ /ij„ ....,/*„,(« = 1, 2, ...., < — 1) 
tale che sia differente da zero il determinante delle 

dall'ozi*» ... .8 z';n* ^ 

Ci basterà dimostrare che, se il determinante delle y)„ (r, « = 1,2, v..., <) 
fosse nullo, comunque fossero scelti gli interi A-, allora le y sarebbero li- 
ne^irmente dipendenti. Infatti in tal caso le infinite equazioni lineari (nelle 
t — 1 incognite ocp ) 

B,, . _ Va ^*' "'-yp-^*' *"'"•:!'*• ^' = 0, 



P = ' 



Ó2ji....a2Ì. Sz^i dz'^n 
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Preso ora un sistema qualunque di funzioni Fp, soddisfacenti 
alle condizioni del precedente enunciato, scriviamo le 

(ny F, = 2 P, V (' = 1,2,... ., m). 

(7 = 1 

Otterremo cosi un sistema di m equazioni lineari indipen- 
denti nelle m incognite p„ p., . . . ., p^. Risolviamo queste equa- 
zioni rispetto alle ? (ciò che è possibile in uno e in un solo 
modo, perchè per ipotesi il determinante | ripa ] =t= 0). Noi otter- 
remo le P, scritte sotto forma di quoziente di due determinanti. 
I termini della a'"'"** colonna (o = 1, 2, . . . ., m) di ciascuno di 
questi due determinanti sono funzioni uniformi delle x, le quali, 
quando le x subiscono una trasformazione T di G, subiscono la 
corrispondente trasformazione lineare t di F. Ciascuno di questi 
due determinanti resta dunque moltiplicato per uno stesso fat- 
tore costante (il determinante di t), quando le x subiscono una 
trasformazione di G, Il loro quoziente ^^ è dunque una funzione 
uniforme delle x, invariante per G. Ed è ben chiaro quindi che, 



che si ottengono dando alle h valori positivi o nulli qualunque, sarebbero 
tutte combinazioni lineari di quelle t — 1 equazioni particolari, che si 
ottengono ponendo hi = h„ (» = 1, 2, . . . ., t — 1). Queste .t — 1 equa- 
zioni nelle a hanno per ipotesi un determinante non nullo; e ne possiamo 
quindi trarre le a^ . Le a^ , così determinate, soddisferanno a tutte le equa- 
zioni i^= 0. Ricordando questo fatto, e derivando la ^»„.*,^ \^ = ri- 
spetto a Si , troveremo : 

gaa, .^y'Y"~''';^-=0 (. = 1,2, ....,«-!). 

S OL 

Queste t — 1 e<i nazioni lineari omogenee nelle ^ '' hanno un de- 

o ^f 

S a. 
terminante non nullo; sarà quindi ^ ^ == 0, e quindi ap= cost. Ma, per 

t-i 

ft, = 0, la ^^ ^ » = diventa Ut^^^^p Vp (p^p = cost.). E quindi le y 

non sarebbero linearmente indipendenti. 

e. d. d. 



$69 Capìtolo Undicesimo ^§ 48. 

6e g è il più grande dei nnmeri kig + ftj, -f • • • • + ^«d» (^ = 1? 2, 

, iwj, le (ny non sono che un caso particolare delle (H), ove 

le a si suppongano funzioni uniformi delle x, invarianti per il 
gruppo G. 

Supponiamo che le y, non abbiano singolarità essenziali a 
distanza finita, che p. es. esse siano state costruite mediante se- 
rie 5 e tì. 

Se anche le F, sono state ottenute mediante serie 5^6, allora, 
per quanto dicemmo, le {J, e quindi anche le a si possono supporre 
razionali nelle z^^j, ...., z^^i e quindi algebriche nelle 2,, z^, ...., z^. 

Le funzioni V definite dalle (II) si diranno funzioni zeta- 
automorfe razionali o trascendenti secondo che le a sono, o non 
sono contemporaneamente funzioni algebriche delle Zj, ... .,z,. 
Le serie § e conducono soltanto a funzioni zeta-automorfe ra- 
zionali. 

Studiamo ora un caso particolare. Sia 

.•»=i+0+("tV--+("n-') 

dove /« + J-l) = "('i+l)^--^"+*-lUil numero delle deri- 

vate di ordine h di una funzione di n variabili (numero delle 
combinazioni con ripetizione di n oggetti ad A ad A) e supponiamo 
che gli m sistemi di valori fcjjy, ftsg, ...., fe,^ siano precisamente tutti 
i sistemi di n interi non negativi fcj, Tc^, ....; fc, per cui fcj +itj + 
.... lc^'<,'k. Da quanto abbiamo detto risulta che ogni sistema 
di funzioni Vi uniformi delle rr, le quali, quando le x subiscono 
le trasformazioni di ff, subiscono le trasformazioni di T, è dato da: 



F,= 2 "^^1^* 



.. t 



..j 



52Ì'i 50** .... dzi^ 



k ' 



dove le a sono funzioni invarianti per G, e gli interi k percor- 
rono tutti i sistemi di valori, per cui k^ -\- ,...-{- k^ ^ k. Se iti 

particolare poniamo Fi = -C^m^^'^ * d^* ' ^^^'® ^® ^ sono in- 
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teri nou negativi qualunque la cui somma è uguale a A; -f- 1, e 
86 indichiamo con a^'i " '•• ^ le funzioni a corrispondenti, troviamo 
infine : 

Si possono trovare delle funzioni a^fi ì«;:::l"^ («i-|-....-f «„==fe-f 1; 

fcj + fcg + + *^« ^ fc) uniformi delle ar, intananti per G, tali 

che le equazioni: 

(IH) .^ jr^ . . = S ai'i^ ••■•;-) J"^!::-^^ 

^ ' èz^y}hz\t 52> jtT;.* «-is •*« ^^fi ^2ji .... Ó2i» 

(dove la sommatoria del secondo ipembro è estesa a tutti quei 
sistemi di valori non negativi delle fc, per cui fcj + •••• t ^n ^ fc) 
valgono per y = y,- (i = 1, 2, . . . ., m), e per tutti i sistemi di va- 
lori delle Hi, s^, , 5„ tali che «i -f- *« + + «« = ^ + 1. 

Se le funzioni j/i sono state ottenute mediante serie ^ e 9, le oc 

sono funzioni razionali di z^ z^^^ e quindi funzioni algebriche 

di 2, . . . . z„. Le y sono dunque in tal ca^o un sistema di integrali 
del sistema di equazioni (IH) lineari alle derivate parziali a coef- 
ficienti algebrici^ che esprimono le (fe -l- l)"'"» derivate della fun- 
zione incognita y in funzione lineare della y stessa e delle sue 
derivate prime, seconde, .... fc*"''"". L'integrale più generale del 

ln\ 



sistema (III) non può dunque contenere più di 1 + j I + . ... 
+ ( , j = A7* costanti arbitrarie. 

Dunque : L integrale più generale del sistema (III) è 

m 

y = jLc,y^ (e, = cost.). 

Il sistema (III) di equazioni lineari alle derivate parziali a 
coefficienti algebrici gode dunque della seguente proprietà: 

Teorema I. — Tanto le variabili Zi, z^, ....,2», quanto ogni 
integrale y delle (III) sono funzioni uniformi di n variabili gci, x^ 
. . . ., x^] e precisamente sono funzioni automorfe e zeta^aiitomorfe^ 
di cui noi conosciamo la natura analitica e che quindi possiamo 
considerare come note. 
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In altre parole, mentre il problema delV integrazione del sistema 
(m) richiede lo studio di una funzione y polidroma delle variabili 
Zij Zi, .... , 2^; la teoria delle funzioni automorfe riconduce questa 
determinazione alla teoria di funzioni uniformi già note^ e quindi 
in sostanza dà un mezzo per integrare le (HI). 

Essa ci insegna infatti che si possono trovare n variabili 
ausiliarie ^i .... a;,, di cui tanto le z che le y sono funzioni uni- 
formi (automorfe e zeta-automorfe). 

Un fatto analogo si presenta per V equazione algebrica, già 
citata 

(I) gi^ii^ff — ,2„ z^^,) = o. 

Teorema II. — La 2,^1, considerata come funzione delle 2i,...,z,, 
determinata da (I) è una funzione non uniforme. La nostra teoria 
ci dà un mezzo per risolvere l'equazione algebrica (I) per mezzo 
di trascendenti uniformi ben note (automorfe), in quanto che ci 

insegna V esistenza di n variàbili Xi, x^j , x,, tali che le z più 

generali soddisfacenti alla (!) si ottengono^ ponendo le z uguali 
a certe funzioni uniformi note (automorfe) delle x. 

Questo è un fatto simile a quanto avviene per le curve al- 
gebriche f {x, y) = di genere o 1. La teoria delle funzioni 
algebriche ci dice che nel primo caso le a*, y sono funzioni ra- 
zionali di un conveniente parametro ^, e che nel secondo caso 
le Xy y sono funzioni uniformi (ellittiche) dell' integrale abeliano 
di prima specie, relativo alla curva f (a?, y) = 0. (Cfr. § 46, 
pag. 321). 

Sia 

2 fl/A .37* -|- at 
^'' = V L ir (i, A = 1, 2, . . . ., n) (a, 6 = cost.) 

una trasformazione generica T di G. Moltiplicando le a, b per 
una stessa costante (ciò che non muta la T) possiamo far sì che 
il lacobiano della T sia uguale (§ 40, pag. 283) a 

■+1 



[^Kz^-t'bì 
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Consideriamo ora le solite n funzioni uniformi indipendenti 

^„^,, ..... 2, invarianti per G; e ne sia i =^ S^^.^^\r ' '.^"J il 

lacobiano rispetto alle a:. Se noi alle x facciamo subire la tras- 
formazione r di (?, Z/ si trasforma in 

d(aj,....a:,) d(x,....x\^ \* * * ' ; 

d(Xi — a:,) 

Le w + 1 funzioni 

ro = ^^L, Y, = X.y^L {i r:r 1, 2, . . . ., U) 

sono chiaramente linearmente indipendenti, perchè da una rela- 
zione 2 X, F, rt= (X, = cost.), si trae 

/ = 

e quindi (poiché le x sono variabili indipendenti) 
Afj -= A| = . . . . = A, == 0. 

Ora, quando le x subiscono la trasformazione T di G, le F, 
subiscono la trasformazione 

r. = e (a, Fo + S a„ T,), (f = 1, 2, . . . ., n) 

dove con e ho indicato una radice (w + 1 )'••'"• dell'unità. 

Questa trasformazione non è che la T scritta sotto forma 
omogenea, e genera, al variare di T, un gruppo T di trasforma- 
zioni lineari intere omogenee. Notiamo che le Y possono anche 
non essere uniformi: in quanto che, dalla definizione, che ne 
abbiamo data, risulta soltanto che esse sono determinate a meno 

di un fattore, radice (n -^ l)""™' dell'unità. Ora w4-l = l+|"j; 

e noi possiamo applicare le precedenti considerazioni, ove si 
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faccia fc = 1 (*). Si vede facilmente che la eventuale polidromia 
delle y, cui abbiamo teste accennato, non infirma i risultati da 
noi ottenuti; e si trova cosi che le Y soddisfano a un sistema 
di equazioni 

(IV) ,-£-f- = É«i"'|{ + a-r (r,, = l,2,....,») 

dove le aj^''^ sono funzioni algebriche delle 2, , ... 2?.* H sistema 

(IV) non è che un caso particolare del sistema (IH) ; e per esso 

potremmo sostanzialmente ripetere le osservazioni fatte più sopra; 

il fatto nuovo, che si presenta, è questo che le variabili a?, delle 

quali tanto le z che l'integrale generale F=Sc, F, (e, = cost.) 



sono funzioni uniformi, o a un numero finito di valori (uno dei 
quali si deduce da un altro, moltiplicando questo per una radice 
(w -f !)'"•"• deir unità) non sono che i quozienti di n integrali 
indipendenti F„ , Y", a un (n + i)*««"o Yq, da quelli pure li- 
nearmente indipendente. 

Teorema m. — Le variabili Zi, z^, ,2, sono dunque fun- 
zioni automorfe dei rapporti di w -j- 1 integrali linearmente indi- 
pendenti del sistema delle (IV). 

Resta cosi dimostrato come esista un'intima connessione tra 
la teoria delle funzioni automorfe e zeta-automorfe e la teoria di 
certi sistemi (ITE) e (IV) di equazioni lineari alle derivate parziali 
a coefficienti algebrici. 

Noi siamo giunti anche a un ulteriore risultato. 

Se y„ jys, . . , ., i/« sono 7» funzioni linearmente indipendenti 
delle .X, le quali subiscono, quando le x sono trasformate con 
una trasformazione di S^ la corrispondente trasformazione di F, 
noi abbiamo nelle (II) un sistema di equazioni, che permette di 
trovare il più generale sistema di funzioni V cogredienti alle y, 
e di risolvere quindi nel modo più generale per i nostri gruppi 
il problema fondamentale {A), 



(*) Il calcolo effettivo dimostra nel modo più semplice, che il deter- 
minante / delle J!,,! (j, /i = 0, 1, .... «) [dove si è posto Yìq= Y^ j F,» = 

^ Y 
= — - i)er h ^ 0] è uguale a L, ed è quindi differente da zero. 
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Capitolo Dodicesimo. — Applicaxioni alle funzioni polidrome. 

I 49. — n problema fondamentale. 

Sia W una funzione polidroma di n variabili z^ e», . . . ., ^.. 
È possibile determinare n variabili ausiliarie ar,, a;,, . . • *, a?„, ed 
un gruppo G pr. dis. su di esse, in modo che le z riescano funzioni 
uniformi automorfe razionali delle x in un campo fondamentale 
di G, e la W riesca una funzione uniforme delle x? 

Per i risultati del § 48 (pag. 366) al precedente enunciato ai 
potrebbe dare un'altra forma, osservando che la ricerca ' dette 
variabili x equivale perfettamente alla ricerca del corrispoiidientje 
sistema (IV) di equazioni differenziali lineari a doeificienti alge- 
brici nelle z. 

Questo problema è il cosidetto problema della uniformizza- 
zione delle funzioni polidrome. Cercheremo dapprima di giuàtifi- 
carlo con qualche considerazione intuitiva, restando nel caso più 
semplice di n = 1. E supponiamo che z sia una funzione fuchsiania 
o kleiniana della x, invariante per un certo gruppo G pr. dis. 
La X, considerata come funzione di z, sarà una funzione poli- 
droma a un numero finito, o infinito di valori, secondo che G 
contiene un numero finito, o infinito di trasformazioni. Se quei 
giri sul piano della 2, che lasciano invariata la a?, lasciano inva- 
riata anche W, allora la W sarà una funzione uniforme della x. 
La nostra questione è appunto quella di costruire, per ogni data 
funzione \V, una variabile x^ e un gruppo G in modo da soddi- 
sfare alla condizione enunciata. 

Questo problema è uno dei più importanti, che offra l'ana- 
lisi moderna. E facile infatti riconoscere la grande utilità, che 
la risoluzione di esso avrebbe in svariate questioni d'analisi. 
Esso servirebbe sopratutto a riportare lo studio della funzione 
polidroma W allo studio di funzioni uniformi. Se per esempio 
\V fosse una funzione algebrica delle z^ e G fosse il gruppo 
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di trasformazioni sulle ar, che lasciano invariante la TF, allora 
W sarebbe invariante per un sottogruppo 6' di indice finito 
del gruppo G: le PT, 2», z^, .,.., 2, sarebbero funzioni automorfe 
razionali delle a:,, re», ....,rr,. Si sarebbe cosi dimostrato che 
le coordinate W, 2|, 2*, ....,2, della più generale ipersuperficie 
algebrica si possono esprimere come funzioni uniformi automorfe 
razionali di n variabili ausiliarie x, ossia mediante serie 9. E 
sarebbe perciò risoluto il problema di risolvere la più generale 
equazione algebrica in » -f" ^ variabili mediante trascendenti 
uniformi, completamente conosciute. Si sarebbero in sostanza 
estese a equazioni algebriche qualsiasi i risultati ottenuti al 
§ 48 per la equazione (I) (pag. 364). — Similmente, se W fosse 
un integrale generico di un sistema 2 di equazioni lineari alle 
derivate parziali, il cui integrale generale dipende da un numero 
finito m di costanti arbitrarie, e i cui coefficienti sono funzioni 
algebriche delle 2, e se TTi, TF», ...., W^ sono un sistema di in- 
tegrali indipendenti di H, W sarebbe una combinazione lineare 
delle Wf, Queste, considerate come funzioni delle x, sarebbero 
evidentemente funzioni, le quali subiscono soltanto trasforma- 
zioni lineari, quando le x subiscono una trasformazione di G. 
Dunque le TK sarebbero funzioni zeta-automorfe, razionali o tra- 
scendenti, delle X (§ 48, pag. 362). Sarebbero così estesi a sistemi S 
generali le proprietà, trovate al § 48 per i sistemi (HI) (pag. 363); 
i più generali sistemi S si potrebbero considerare integrati (al- 
meno nel senso moderno di tale parola) in quanto che la ricerca 
dei loro integrali sarebbe ridotta alla ricerca di speciali fun- 
zioni uniformi, e in molti casi sarebbe anzi esaurita mediante le 
trascendenti 5 e 8, che noi dobbiamo considerare come funzioni 
completamente note. 

Possiamo approfondire meglio con un esempio queste propo- 
sizioni nel caso che sia n = 1. Supponiamo cioè di avere una 
equazione differenziale 

y''' i-Pi (2) y''-'' + . . . . 4-i>. (2) y = 
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dorè le pt sono p. es. funzioni razionali di una variabile z. È 
ben noto che i pnnti singolari (*) di un integrale y della nostra 
equazione non possono essere distinti dai punti, ove una delle 
Pt diventa infinita. Siano 2 = a^ (j = 1, 2, . . . ,, r) i punti sin- 
golari delle jp,: e supponiamo di aver trovato una variabile au- 
siliaria Xy tale che: 

1. La z sia una funzione fuchsiana della a?, esistente soltanto 
entro il solito cerchio limite C. 

2. Se 6 h il gruppo fuchsiano, che trasforma in sé stessa la 
funzione z (x\ un suo campo fondamentale K possegga r cicli 
dì vertici non accidentali, tutti posti su C, e in cui la funzione 
z (x) assume rispettivamente i valori a„ a,, . . . ., a,,. 

Allora evidentemente un integrale y della nostra equazione 
differenziale, pensato come funzione della x, è una funzione uni- 
forme e regolare della x entro C; ed esso si potrà calcolare entro 
C, ossia per un qualsiasi valore della 2, mediante uno sviluppo 
in serie di Taylor, ordinato secondo le potenze positive della rr, 
e valido in tutto il campo, che si deve considerare. Lo studio 
degli integrali della nostra equazione differenziale è cosi ricon- 
dotto allo studio di una funzione della variabile ausiliaria x uni- 
forme e senza singolarità in tutto il campo, che si deve studiare; 
è questa funzione si potrà anzi in molti casi esprimere anche 
mediante serie § e 6 di Poincaré. 

Purtroppo però il precedente problema è stato studiato nel 
solo caso di w = 1 ; e a questo noi ci limiteremo di qui in poi. 



(*) Punti 8Ìngolari di una funzione y {z) sono i punti z^^ ol, in mi 
intorno dei quali la funzione non è aviluppabile in serie di Taylor-Cauchy, 
ossìa in serie ordinata secondo le potenze positive di {s — a). Ed è ben 
ìioto dai primi teoremi sulle equajsioni differenziali lineari (cfr. per es. 
ScHLKSiMOKR, Handhuch der linea reu Differentialgleiehungen, Tomo I, pag. 
21) che un integrale qualsiasi della nostra equazione differenziale è svi- 
luppabile in serie di Taylor-Cauchy nell' intorno di un punto, ove le pt 
sono regolari. 
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Vedremo che per w = 1 si può sempre in infiniti modi trovare 
la variabile x^ ausiliaria. Per rendere il problema determinato 
si possono prefissare a priori proprietà, di cui deve godere la 
funzione uniforme automorfa 2, della Xi. Noi vedremo p. es. che 
si può imporre la condizione che il gruppo delle trasformazioni 
lineari, che lasciano invariata la Zi (rr,), sia o un gruppo discon- 
tinuo finito, o un gruppo di movimenti euclidei, o un gruppo 
fuchsiano: in una parola che tale gruppo sia un gruppo di mo- 
vimenti in un piano a curvatura costante, ellittico, euclideo, o 
iperbolico. Vedremo però che neanche queste nuove condizioni 
bastano a rendere il nostro problema suscettibile di non più che 
una risoluzione. 

Comincieremo col supporre che la funzione W della z (sop- 
primo gli indici, perchè inutili, essendo n = 1) abbia un nu- 
mero finito di punti di diramazione z = a,, 2 = a*, ...., 2 = a-. 
La W ritornerà al primitivo valore, se la z compie un giro at- 
torno a un punto distinto dai punti «i, a,, ....^a^i essa non ri- 
torna allo stesso valore, se la z compie un giro attorno a uno 
dei punti a. 

Sia fejk il più piccolo intero, tale che la W ritorni al valore 
iniziale, quando la z compie fc* giri attorno al punto a». Se la W 
non ritorna mai al valore iniziale, per quanti giri la z compia 
attorno al punto a*, porremo fc^ = oo. Indicheremo con z = a^+i , 
2 = a^^g, . . . ., 2 = rt-^.y altri v punti arbitrarii (v "^ 0) del piano 
complesso della z; e sceglieremo degli interi positivi X, (t= 1,2, 
. . . . , T -1- v) finiti o infiniti, tali che sia 

X» == oo oppure X* = v^ fc» per A = 1, 2, . .. . , t (♦), 

dove v,i sono interi positivi. Supponiamo per un momento che 
la z sia funzione di una variabile a:, invariante per un gruppo 
fuchsiano G di genere zero, ed esistente all'interno del cerchio 
limite C, tale che : 



(*) Se 1 = 2, è chiaramente fc, =- fcg J °^i supporremo anche v, = V2. 
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\. Se K è un poligono fondamentale per G, la funzione z as- 
sume ciascuno dei valori a, (i = 1, 2, . . . . , t -f v) in uno e un solo 
ciclo di vertici non accidentali di K; viceversa in ogni vertice non 
accidentale di K la z assuma uno dei valori a<. 

2. Un vertice^ in cui la z assume il valore a,, sia lasciato fisso 
da un sottogruppo ciclico di G di ordine X,. 

(Se X, = oo, questo vertice dovrà giacere sul cerchio limite C). 

In tal caso la W, considerata come funzione della z, esisterà 
entro il cerchio C, e vi sarà una funzione uniforme della x. In- 
fatti un giro chiuso della x attorno a un punto qualunque A 
interno al cerchio C equivale a un giro chiuso della z attorno 
a un punto del suo piano, distinto dai punti rt, se A non è la- 
sciato fisso da alcuna trasformazione di G, oppure equivale a X» 
giri della z attorno al punto 2 = a;^, se -4 è un punto equiva- 
lente a un vertice di K^ immagine del punto z =«=: a*. Un giro 
chiuso della x attorno a un qualsiasi punto interno a C lascia 
perciò invariata la funzione W] e quindi lo, W e monodroma 
entro C. A un risultato perfettamente analogo giungiamo, se G 
è un gruppo di movimenti in una metrica ellittica (e se la z 
esiste per tutti i valori della jj), oppure se G è un gruppo di 
movimenti euclidei (e la z esiste per tutti i valori della Xj ec- 
cetto che per x = oo) e possiede un campo fondamentale, che 
gode delle due proprietà enunciate più sopra. Quindi in questo 
caso il problema da noi posto più sopra è senz'altro risoluto. 
Appunto perciò per risolvere il nostro problema noi possiamo 
limitarci a dimostrare il seguente importantissimo teorema. 

Se sono dati i punti aj^a.^ , «p (p == t -j- v), e i numeri in- 
teri positivi, finiti infiniti, X», X,, . . . . , Xp, esiste una variabile x, 
definita a meno di una trasformazione lineare, tale che la z risulti 
invariante per le trasformazioni di un gruppo G di trasforma- 
zioni lineari sulla variabile x, il quale sia sul piano della varia- 
bile X un gruppo di movimenti in una metrica o ellittica, o iper- 
bolica, euclidea, e sia tale che un campo fondamentale K di G 
goda delle due proprietà enunciate più sopra. 
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Questo teorema, cke noi dimostreremo* seguendo sostanzial- 
mente un metodo dovuto a Poincaré, e completato da Koebe, è 
^ stato affrontato anche per altre vie. L'una dovuta a Klein e 
Poincaré non è ancora completa nel caso generale. Essa si riduce, 
nella intima essenza, a un computo di costanti e ha preso il 
nome di metodo di continuità. H Fricke V ha resa rigorosa in 
jnolti casi particolari. Un'altra via, indicata da Schwarz, e ap- 
profondita da Poincaré e Picard in molte memorie del Journal 

de Mathématiques dal 1890 al 1898, riconduce il nostro studio 

S^u S^u 
a certi teoremi di esistenza per l'equazione ^— ^ -j- ^— ^ = e", ed 

è ancora di una grande complicazione. Un' altra via infine è 
stata seguita in casi particolari dallo Schlesinger, che determinò 
la variabile ce come limite di una funzione algebrica della z. 

Un altro modo di risolvere il nostro problema fondamentale, 
imponendo altre condizioni al gruppo Cr, è stato pure studiato 
dal Koebe nelle Oóttinger Nachrichten (1907) (*) e negli Jahresbe- 
richte der d. M, Vereinigung (1907) con metodi analoghi ai se- 
guenti. Il Koebe in questi lavori si riferisce a gruppi, che pos- 
seggono una sola rete di campi fondamentali. 

f 50. — Trasformaslone del problema. 

Il gruppo G deve essere, per quanto abbiamo detto al § 49, 
un gruppo di movimenti in una metrica a curvatura costante. 
Noi vogliamo vedere come si possa riconoscere a priori se que- 
sta metrica è ellittica, euclidea, o iperbolica. 

Sia K un campo fondamentale normale del nostro gruppo; 
se noi consideriamo come identici punti del contorno di K^ equi- 
valenti rispetto a (t, i punti di K saranno in corrispondenza 
biunivoca coi punti del piano p della variabile z. I cicli di ver- 
tici non accidentali corrispondono ai p punti ai .... a^; essi sono 
quindi in numero di p, e la somma degli angoli dì K nello 
jetimo (£ __ j^^ 2, , p) di questi cicli è uguale a -^ . 

(*) Zur Uniformiaitrimg der algebraisehen Kumen. Gotììnger Nachri- 
chten, 1907. Heft. 4. 
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Vi sarà poi un certo numero a di cicli di vertici accidentali; 

la somma degli angoli di K in uno di questi cicli è 2 tc. Quindi 

ia somma S di tutti gli angoli di Jfè uguale a 2TC(a +Sr^)' 

Sia 2 A il numero dei lati di Ài A ognuna delle h coppie di lati 
equivalenti di K corrisponderà in p una unica linea Z, {i = 1,2, 
. . . ., A). A ognuno dei p + a cicli di vertici di K corrisponde 
in p un punto J5, estremo di una o più delle linee Z,, e viceversa. 
Se noi tagliamo p lungo le linee Z<, il piano p sarà l'immagine 
di K, quando si considerino come distinti punti equivalenti del 
contorno di K. Il piano p, tagliato lungo le h linee Z,, i cui 
estremi sono i p -f- a punti J5, sarà dunque semplicemente con- 
nesso, e un punto mobile potrà descrivere con continuità, e senza 
salti, l'insieme delle linee It (immagine del contorno di K). Sarà 
quindi p + a== A + 1, come si vede facilmente col metodo di in- 
duzione completa. Chiameremo eccesso angolare di K la differenza 

5-27c(A— l) = 27u(cj+ijj _p_a + 2) = 27u(i.^^. --P + 2). 

Esso sarà positivo, nullo, o negativo contemporaneamente a 

2-(-S<(^— — !)• Ora è ben noto dai teoremi della geometria 

elementare sulla somma degli angoli di un poligono geodetico 
del piano ellittico, iperbolico, ed euclideo (cfr. § 36, pag. 241 e 
246) che tale differenza è nei tre casi rispettivamente positiva, 
negativa o nulla. Dunque il gruppo (r, che noi vogliamo co- 
struire, sarà un gruppo di movimenti 

^ / 1 \ 

nel piano euclideo se jSll — T")"^^» 

nel piano ellittico se i S (l — i ) '^ ^' 

nel piano iperbolico se fS(l — l)-^-'^" 

E, se noi ricordiamo i teoremi dei §§ 34 e 36 troviamo 
che nei tre casi esiste appunto almeno un gruppo F di movi- 
menti in un piano a euclideo, ellittico, o iperbolico, un cui 
campo fondamentale /f ha p cicli di vertici non accidentali. 
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tali che la somma degli angoli del campo nello i*^''"" (i = 1, 2, 
• . . . , p) di questi cicli sia uguale a -y- . Pieghiamo H in guisa 
che punti corrispondenti del suo contorno vengano a coincidere : 
otterremo una superficie chiusa S di genere zero, che potremo 
porre in corrispondenza biunivoca e continua coi punti del piano 
Pj in guisa che ai cicli di vertici non accidentali di H corri- 
spondano rispettivamente i punti z = ai, z = a^, ^ z = ap. 

A ogni coppia di lati equivalenti di H verrà cosi a corrispon- 
dere una linea in p; tagliando p lungo queste linee, otterremo 
un piano p\ che sarà in corrispondenza biunivoca continua col 
poligono //, e sarà quindi semplicemente connesso. Sul piano p 
cosi tagliato la W sarà monodroma. La rete dei campi fonda- 
mentali di r sia formata di ft -j- 1 poligoni H, H^, Ht, . . . .^ H^ 
(sarà A = oj, se r non è un gruppo di movimenti ellittici). Con- 
sideriamo altri h piani p\,p\, ...., jp'*, identici a p\ e che noi 
potremo porre in corrispondenza biunivoca continua rispettiva- 
mente con jHÌ, 5g, ...., //ft, in modo analogo a quello seguito 
per il piano p e il poligono H, Osserviamo che i poligoni //, for- 
mano un' unica rete, che due poligoni adiacenti hanno un lato co- 
mune, e che da un poligono si può passare a ogni altro, attraver- 
sando un numero finito di poligoni a 2 a 2 adiacenti. Se ^„ //,. 
sono due poligoni aventi un lato comune, noi congiungeremo i 
due piani corrispondenti J^ijPj? saldandoli lungo quel pezzo dei 
loro contorni, che è immagine di questo lato comune. Otteniamo 
cosi una superficie Riemanniana F di h -{- 1 fogli. Ed evidente- 
mente la W sarà una funzione uniforme su F. I punti di F saranno 
in corrispondenza biunivoca continua coi punti della rete di po- 
ligoni H, 

Caso I. — Tè un gruppo di movimenti ellittici; in tal caso 
la superficie i^ è a un numero finito di fogli. 

Caso II. — F è un gruppo di movimenti euclidei o iperbolici; 
in tal caso F ha infiniti fogli corrispondenti agli infiniti poli- 
goni Hj che ricoprono un piano a euclideo o iperbolico. 

Diremo regolari quei punti della F, in cui non si diramano 
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infiniti fogli della F^ e quei pezzi F' della F, tali che in un punto 
interno a F\ o posto sul contorno di F' non si diramino infiniti 
fogli della F. In a descriveremo dei cerchi concentrici di raggio 
indefinitamente crescente. A essi corrisponderanno in F dei cam- 
mini chiusi C, Cg, .... tali che la regione intema a d è pure 
interna a (7,+^ (j > 0). Poiché poi in nessun vertice a distanza 
finita de)la rete di poligoni H concorrono infiniti poligoni della 
rete stessa, i punti di diramazione della superficie F, interni a 
una delle linee C,, sono tutti di ordine finito e sono punti rego- 
lari per F. Viceversa ogni punto regolare di F è interno a uno 
almeno dei cammini 6\, e quindi anche ai cammini successivi. 

Supponiamo ora di aver risoluto il problema propostoci, e 
di aver trovato la variabile ausiliare x cercata. La z sarà inva- 
riante per un certo gruppo G di trasformazioni lineari sulla x, 
e ogni foglio di F sarà in corrispondenza biunivoca coi punti 
di un campo fondamentale di G. Ma, poiché z è per ipotesi fun- 
zione analitica di x, questa corrispondenza sarà conforme. Avremo 
cosi una rappresentazione biunivoca e conforme di F sulla rete 
dei campi fondamentali di G. 

Questa rete riempirà tutto il piano complesso (se (? è un 
gruppo di movimenti del piano ellittico), oppure tutto il piano 
complesso, eccettuato il punto x = co (se G è un gruppo di 
movimenti euclidei), oppure riempirà tutta l'area interna a un 
certo cerchio (se (? è un gruppo fuchsiano). 

Viceversa esista una rappresentazione conforme biunivoca tra 
i punti di F, e i punti di una regione E del piano complesso 
di una variabile x; la E sia formata di tutti i punti di questo 
piano, oppure di tutti i punti di questo piano eccettuato il punto 
X = oj, oppure dei punti di questo piano, che sono interni a uu 
certo cerchio. Se ^ è un' altra variabile, che gode di questa pro- 
prietà^ § sarà una funzione lineare della x. Ciò è ben evidente, 
se iJ è formato di tutti i punti del piano della a : le rappresen- 
tazioni biunivoche conformi di tutto un piano complesso su un 
altro piano complesso sono definite, ponendo la variabile di 
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un piano uguale a una funzione lineare della variabile del- 
l'altro piano. Ciò si dimostra in modo analogo, se -R è formato 
di tutti i punti del piano della ar, eccettuato il punto x = cx^. 
Più delicata invece è la dimostrazione se i2 è la regione intema 
a un cerchio del piano della variabile x. Sia R la regione cir- 
colare corrispondente del piano della variabile 5. Noi potremo 
supporre, senza diminuire la generalità, che B ed K siano cerchi 
di raggio uguale a uno, col centro neir origine dei rispettivi 
piani^ e che per x = 1, sia § = 1. A questo caso ci possiamo 
infatti ridurre, operando convenienti trasformazioni lineari sulle 
X, §. Io dico che nelle nostre ipotesi è proprio a? == 5. Notiamo, 
che tra R ed R esiste una rappresentazione conforme biunivoca ; 
e il nostro teorema sarebbe evidente, se noi sapessimo che que- 
sta rappresentazione è regolare anche sul contorno di i?, R. 
Siccome però questo non è noto a priori, ricorreremo a un ar- 
tificio, dovuto a Poincaré. Sia Ki un cerchio concentrico a i^ di 
raggio r < 1; la funzione log mod -, è armonica e regolare in 
i2,; essa, sul contorno, e quindi anche all'interno di JKi, è minore 
di log mod - . Passando al limite per r = 1, i2, = i?, troviamo 

che nei punti interni a i2 la funzione log mod j- è minore di 

log mod - , per quanto sia vicino r all' unità. Questa funzione 
sarà dunque in R nulla o negativa. Altrettanto si dimostra per 
log mod K ; sarà quindi 

log mod > = U. 



Se è r argomento di ^ , le funzioni log mod . = 0, e 6 

saranno armoniche coniugate. Perciò 9 = cost. E, poiché per 

a; = 1 è 5 = 1, sarà tì = 0. E quindi a; == 5. 

e. d, d. 

Da questo teorema possiamo dedurre una prima conseguenza 
fondamentale. Agli h -\- 1 fogli della F corrisponderanno A + 1 
pezzi della regione li, che indicheremo con Ki, jK,, .... Sia Pi 
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quel foglio di F^ che è immagine di JT,. Poiché la F si comporta 
ugualmente nei suoi fogli, esisterà naturalmente una rappresen- 
tazione conforme di F su R in guisa che il foglio pi sia rappre- 
sentato in uno qualsiasi dei pezzi if, p. es. in if«. Esisterà dunque 
una trasformazione conforme di E in se stessa, che fa corrispon- 
dere a Ki un altro qualsiasi dei pezzi JSTi. Essa, per il teorema 
precedente, sarà definita da una trasformazione lineare sulla x. 
Esisterà dunque un gruppo G di trasformazioni lineari sulle a;, 
che trasforma in se stessa la rete dei campi ^,, e anzi li per- 
muta in modo transitivo. Punti corrispondenti dei campi iT, cor- 
rispondono a punti sovrapposti dei fogli della i^; e la 2 è dunque 
una funzione invariante per 0, che assume ogni suo valore una 
e una sola volta in ognuna delle regioni Kt (campi fondamentali 
di O). Se R coincide con tutto il piano complesso della 2, la 
superficie F dovrà necessariamente avere un numero finito di 
fogli, le regioni K^ saranno in numero finito, G sarà un gruppo 
discontinuo finito, e quindi un gruppo di movimenti in una me- 
trica ellittica. 

Se R coincide con tutto il piano complesso, eccettuato il 
punto a; = co, il gruppo G potrà avere questo solo punto come 
punto singolare. Nessuna trasformazione di G gotrà dunque es- 
sere iperbolica, o lossodromica; e quindi G sarà un gruppo di 
movimenti euclidei. 

Infine, se R coincide con la regione interna a un certo cer- 
chio C, le trasformazioni di G saranno movimenti in un pi^no 
iperbolico, rappresentato conformemente entro questo cerchio. 

E noi sappiamo a priori, per quanto abbiamo detto al prin-. 
cipio del paragrafo, quale di questi tre casi può avvenire. 

In conclusione dunque se noi riusciamo a dimostrare che F 
è rappresentabile conformemente su una delle regioni /?, sopra 
citate, del piano di una variabile complessa a:, noi avremo riso- 
luto completamente il nostro problema, e avremo anche dimostrato 
che la X è determinata a meno di una trasformazione lineare. 

E intanto ben evidente, come abbiamo già detto, che affinchè 
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R sia tutto il piano complesso di una variabile a:, la F deve 
essere formata di un numero finito di fogli. E viceversa, se que- 
sto avviene, i ben noti teoremi di esistenza su una superficie 
Biemanniana ci assicurano che F si può rappresentare confor- 
memente su tutto il piano complesso di una variabile x. 

Ci resta dunque da esaminare il caso che F sia composto di 
infiniti fogli ; e noi dimostreremo nel seguente paragrafo che in 
tal caso F^ o si può rappresentare conformemente in tutto il 
piano complesso di una variabile ar, a cui si tolga il punto 
a: = ca^, oppure che F si può rappresentare conformemente in 
un'area circolare. Noi dimostreremo cioè che F si può rappre- 
sentare conformemente su un cerchio euclideo, di raggio finito, o 
infinitamente grande. 

§ 51. — Dimofltraxione del preoedente teorema. 

Comincieremo col richiamare alcune proprietà fondamentali 
delle rappresentazioni conformi. Se z è una funzione della va- 
riabile complessa 2, la corrispondenza, che ne vien definita tra 
i piani TT, tt' delle due variabili complesse 2, z', è una corrispon- 
denza conforme. A un punto di k corrisponda il punto (7 di ic'; 

• I dz 
se a è il valore di i ^ nel punto 0, allora il rapporto delle lun- 
ghezze di due archi corrispondenti Z, l\ di cui il primo esca da e 
sia posto in tt, tende ad a, quando l tende a zero, o, più brevemen- 
te, se OA è un archetto infinitesimo uscente da 0, e O'A l'archetto 
corrispondente in t:', il rapporto è uguale ad a. Il numero 

a si dirà il rapporto d' ingrandimento nel punto della nostra 
rappresentazione conforme. 

Sia S un dominio semplicemente connesso di it, contenente 
l'origine air interno, e ne sia a il contorno. Sia u la funzione 
di Green relativa a S e al punto 0. Noi la indicheremo u (S, 0). 
La u sarà una funzione armonica, nulla su a, che nel punto 
diventa infinita come log mod , ossia come log — , quando con 
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r si indichino le distanze da O. Se v è la funzione armonica 
coniugata di w, e poniamo 



2' =^ e-(-M.) ^ 

l'area S sarà rappresentata conformemente e biunivocamente 
nel cerchio di n\ che ha l'origine 0' per centro, e ha un raggio 
uguale air unità. Il punto (7 sarà il punto immagine di 0. Tro- 
viamo il valore di nel punto 0. Per ipotesi è, in un in- 
(t z 

torno di 0, 

u = log -}- e -\- w, 

dove e è una costante, w è una funzione armonica e regolare 
in S, nulla nel punto 0. Si ha pure 

dove è l'anomalia dei raggi uscenti da 0, tr, è una funzione 
monodroma e regolare in S, che noi supporremo nulla nel punto 0, 
Questa ipotesi è lecita, perchè la w^ è determinata a meno di 
una costante additiva. Quindi: 



2=26 



-«^ p- e» ^ '»,) 



e perciò il valore di -3 nel punto è uguale a e'". 

Noi chiameremo e la costante di Koebe relativa al campo S 
e al punto 0; e la indicheremo con e (S, 0). Ponendo 

2" = 6"^" ''")♦*= z e"" 

allora al campo S corrisponderà nel piano r" della 2" un cerchio 
di raggio e% col centro nell' origine 0'\ immagine del punto 0. 
Il rapporto di ingrandimento nel punto O sarà uguale all'unità. 
La costante di Koebe relativa a un campo S, e a un punto 
interno sia uguale a e. Sia S^ il campo trasformato di S 
mediante l'omotetia, che ha il punto per centro, e h per rap- 
porto di omotetia. Si trova immediatamente che la costante di 
Koebe, relativa a Ìj^ ed a 0, è uguale a e -^ log A. 
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La funzione di Green relativa a un campo 2, e a un punto 
interno e positiva entro S. Se S è un campo interno a un 
campo Si, la differenza u (S^ 0) — u (S, 0) è una funzione ar- 
monica regolare in S, positiva al contorno, e quindi anche al- 
l'interno di S. In particolare è positiva la differenza e (Sj, 0) — 
- e (S, 0). 

Teorèma di Koebe, — Se H è un campo semplicemente con- 
nesso dì tc, tutto posto a distanza finita^ e contenente V origine 
alV interno, esiste mi numero non nullo K tale che il cerchio di 
centro e di raggio K è interno a tutti i campi S' di tc, che con- 
tengono 6 che sono rappresentàbili conformemente sa S, in guisa 
che il punto corrisponda a sé stesso in questa rappresentazione, 
e che il rapporto di ingrandimento nel punto sia uguale al- 
V unità. 

Le ipotesi di questo teorema si possono anche esprimere di- 
cendo che i campi S, S' contengono tutti all' interno il punto O, 
e che le costanti di Koebe e (S, 0)y e (S', 0) relative a uno di 
questi campi e al punto sono tutte uguali. Basterà dimostrare 
che in queste ipotesi la minima distanza da a un punto del 
contorno di uno di questi campi non è infinitesima. Basterà 
anche dimostrare che: 

Se ^ è un campo semplicemente connesso di tc, tutto a distanza 
finita, contenente il punto alV interno, se a ne è il contomo, e se 
y è la minima distanza da a un punto di a, allora la costante 
di Koebe e relativa a H ed a è minore della somma A -f log y 
(A = cost. indipendente da S e da y). 

Infatti, dimostrato questo teorema, ne risulterà dimostrato che 
al diminuire indefinito della minima distanza da a un punto 
del contorno di S, la costante di Koebe e (S', 0) non può con- 
servare uno stesso valore, ma deve tendere a — co. 

Dimostriamo dunque quest'ultima proposizione. Se trasfor- 
miamo S con una omotetia di centro 0, e di rapporto -, 2 sarà 

portato in un campo 2^ tale che la minima distanza da a un 
punto di 2i è uguale all' unità. Sarà e (2, 0) = e (2i, 0) -\- log y. 
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Basterà dunque dimostrare l'esistenza di una costante A tale 
che e (Si, 0) < A. Ora, poiché una rotazione di Sj attorno al 
punto non muta la relativa costante e (S„ 0), potremo sup- 
porre che il contorno di S^ contenga il punto z = 1. 

Poniamo z ^== 1 -\-\t^ e fissiamo in S, il valore della t, pre- 
fissando che sia ^ == -j- 2 i nel punto {z = 0). Siccome, mentre 
noi ci moviamo in S„ non possiamo girare attorno al punto 
z = 1, la t sarà determinata univocamente per tutti i punti di S,. 
Al cerchio di raggio \^ che ha per centro il punto nel piano 
della z, corrispondono nel piano x della variabile t due regioni 
R^ K\ poste a distanza finita, che non hanno a comune alcun 
punto. A una di esse, p. es. a /?, è interno il punto A{t = 2i), 
all' altra è interno il punto t== — 2 ì. Quella regione S', che è, se- 
condo le nostre convenzioni, immagine di S, in t, conterrà al- 
l' intemo tutta la regione R e sarà completamente esterna alla 
regione R\ Il rapporto d'ingrandimento nel punto per la 
rappresentazione conforme di S, su S e uguale a ^ - =1. 

Indicheremo con S il campo, che si ottiene da x sopprimendone 
il campo R". Noi potremo rappresentare conformemente t su un 
altro piano t„ in guisa che S abbia per immagine un campo S , 
tutto posto a distanza finita, che A abbia per immagine un punto 
A in guisa che il rapporto d'ingrandimento sia ivi uguale al- 
l'unità. Il campo S' avrà in Tj per immagine un campo IT^ tutto 
interno a S i, e contenente al suo interno il punto A. La co- 
stante di Koebe relativa a S, ed a 0, sarà uguale alla costante 
e (S'j A\ ossia alla costante di Koebe relativa a 2j , ed a il', la 
quale, per quanto precede, sarà minore della costante di Koebe 

A, relativa al punto A' e a S i. 

e. d. d. 

Sia S un cerchio di raggio e* e di centro 0. Le aree S, 
rappresentabili conformemente su S, in guisa che il punto 
corrisponda a se stesso, e il rapporto d'ingrandimento sia in 
uguale all'unità, conterranno dunque all'interno un cerchio di 
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centro 0, il cui raggio non nullo sarà una funzione di Ji, che 
noi indicheremo con d (h). Se h aumenta di una costante a, evi- 
dentemente d (h) resta moltiplicato per e^; e quindi: 

lim d (A) = -f- co. 

Se w è la funzione di Green relativa a un campo S di it, e 
a un punto interno 0, e t? è la funzione armonica coniugata 
(pag. 379), h è una costante reale qualsiasi, e è la costante di 
Koebe, la funzione 

diventa nel punto infinita come — , e sul contomo di 2 di- 
venta puramente immaginaria e oscilla tra 2ie~' e — 2 i €"*. H 
campo S è rappresentato conformemente sul piano di Z, tagliato 
lungo un segmento dell'asse immaginario, che ha il punto O 
come punto di mezzo, e la lunghezza 4 e~\ Al punto corri- 
sponde il punto cxD nel piano della Z. 

Se 1j e ^ sono due campii che hanno ambedue alV interno il 
punto 0, e se la minima distanza da al contorno di 23, o di S 
è uguale a d, allora nel campo comune a S, S vale la: 

se con CT-f-f V' indico la funzione, costruita per il campo IT nello 
stesso modo con cui abbiamo costruito più sopra la funzione 
U-\-i V per il campo S. 

Infatti la U — U' h una funzione armonica regolare nel campo 

comune a S, S. Sia ^ (— ) la parte reale di ~ . Sul contorno 



E sul contorno di S' vale similmente la 



1 

d 
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— j, U' — /?| — I funzioni armoniche rego- 
lari rispettivamente in 2] e S , queste due disuguaglianze saranno 
ancora vere Tuna in S, l'altra in ST; ed entrambe saranno vere 
nell'area comune a S e S, donde segue il teorema del testo. 

Ricorderemo ora due teoremi sulla serie di funzioni armo- 
niche (*). 

Teorema di Haknack. — Se una serie di funzioni armoniche 
positive regolari in un' area S converge in un punto 0, interno a 2, 
essa converge uniformemente in ogni regione perfetta IT, tutta interna 
a S. Questo teorema vale naturalmente anche per le successioni 
crescenti di funzioni armoniche. 

Una serie di funzioni armoniche regolari^ convergente unifor- 
memente in un'area S, rappresenta una funzione armonica. 

Se una successione di funzioni armoniche Wj, u^, u^, .... con- 
verge uniformemente in un campo S verso una funzione m, neces- 
sariamente armonica^ e se x, y sono coordinate dei punti di //, 
anche la successione delle ^ - , o delle -' conterge uniformemente 

verso ^ o ■^~ ; le funzioni armoniche Vt coniugate delle w,, nulle 
dx oy' ' ^ 

in un punto A di ^^ tendono in 2 uniformemente alla funzione 
armonica v, coniugata di u, e nulla nel punto A. 

Teorema di Osgood. — Se K^, K^, K^. . , . sono infiniti campi 
semplicemente connessi del piano n della variàbile complessa 2, 
contenenti tutti alV interno V origine 0, e ciascuno dei quali è interno 
a tutti i successivi, se essi sono tutti interni a uno stesso cerchio H 
di centro 0, e di raggio finito, allora la 

u = lim u (Ki, O) 

' = 00 

esiste, è una funzione armonica^ che diventa infinita come log — in 
0, e si annulla sul contorno del campo K, ricoperto dalle aree AT,. 



(•) Cfr. Picard. Traité d'Analyse, Tomo IV, pag. 59 (2.» ed.). 
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Sia Yf il contorno di K(, ^ scegliamo su cbso ad arbitrio un 
punto Ai, Sia A un punto limite dell'insieme dei punti -4,. Ogni 
intorno di -4 è attraversato da infiniti dei cammini y,; il punto 
A e quindi esterno ad ogni campo K^ Siano B, C due punti 
esterni ad /f; e sia rispettivamente 2 = a, 2 = p, 2 = y in A^B^C. 
Sia /(r) una funzione di una variabile t, invariante per le tras- 
formazioni del gruppo modulare G. Essa assumerà una e una 
sola volta ogni suo valore entro un campo fondamentale A di 
questo gruppo. (Cfr. § 26, pag. 161 e § 45, pag. 322). 

Con una opportuna trasformazione lineare sulla / potremo 
fare in modo che sia /==a, /=P, 7=y nei tre cicli di vertici 
non accidentali di à, e che precisamente sia 7= a in quel ciclo 
di vertici, che è posto a distanza infinita nella corrispondente 
metrica di Bólyai. Potremo poi, con una trasformazione lineare 
sulla r, fare in modo che il campo A, e i campi trasformati riem- 
piano il cerchio mod t = 1, che il campo A contenga al suo 
interno il punto O (t = 0), e che per t = sia 7=0. Il campo A 
sarà un quadrangolo (con un angolo piatto); un suo vertice A 
è posto sul cerchio mod t:=1, e in esso I=cl^ gli altri suoi vertici 
sono entro al cerchio precedente. Un secondo vertice S costi- 
tuisce da solo un ciclo, e in esso è p. es. 7 = P ; gli altri due 
vertici C", C costituiscono insieme un altro ciclo, ed in essi è 
7= Y' I '^tì B C\ B C* sono equivalenti. Se noi poniamo 2 = 7(r), 
a questi due lati corrisponde sul piano della z una linea L, con- 
giungente i punti J5, C E noi potremo sempre operare su A un 
tal cambiamento lecito che L non abbia alcun punto comune 
con À' (*). Essendo stato posto z=^I(x\ a un valore qualunque 
di 2, differente da a, p, y, corrispondono infiniti valori di t, tras- 
formati l'uno dell'altro mediante le trasformazioni del gruppo 
modulare. Per i = è 2=0. Dunque uno dei valori di x nel 
punto è il valore t = 0. Diamo a t per 2 = questo valore 



(•) Questa condizione ha il solo scopo di rendere più intuitive le se- 
guenti considerazioni. 
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T=:^U. Sarà cosi fissato univocamente per continuità il valore 
di t per ogni punto dei campi Ki (tutti esterni ai punti -4, -B, C) 
e quindi anche per ogni punto del campo /v. I punti del campo 
K saranno posti così in corrispondenza biunivoca continua coi 
punti di un certo campo K' del piano di x, tutti interni al cer- 
chio mod r= 1, e a due a due non equivalenti rispetto al grup- 
po O. Anzi, poiché K non ha punti comuni con i, il campo K' 
non avrà punti comuni col lato B C di A, e coi lati equivalenti 
degli altri campi fondamentali. Il campo K' sarà dunque interno 
a quella regione R del cerchio mod t == 1, che è ricoperta da A, 
e da quei triangoli equivalenti, che con A hanno comune il ver- 
tice A. 

I campi Kt avranno per immagine sul piano della t dei 
campi K\y interni a K\ Ed evidentemente 

u (A'„ 0) = M {K'., O). 

Ora log mod — u {K\, 0') è regolare in (7, qualunque sia i, 
ed è positivo in K^, perchè sul contorno di K\ è evidentemente 

1 



ì r , < 1, log mod J^ > 0, u (K\, O) = 0. 

Quindi in AT, è 



log mod - > tt (A:„ 0). 
Di più si ha 

u (A'„ 0)<u (K, ,„ 0)<u (H, 0). 

Per il teorema di Harnack la successione crescente delle 
u (A', 0) è convergente in tutto K verso una funzione armonica 
u limite, finita in tutto K (eccetto che nel punto 0). Dalle ul- 
time disuguaglianze si trae 

log mod :^ tt :^ 0. 

Ma ora, quando noi ci avviciniamo al punto A entro K^ il 
punto corrispondente del piano di t si avvicina ad A^ muoven- 
dosi entro R\ il valore corrispondente di mod x tende quindi a 1, 
cosicché log mod — tende a zero. 

26 
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Quindi, quando noi ci avviciniamo al punto Ay è 

lim u = 0. 

La u tende dunque a zero, quando ci si avvicina a un punto 
qualsiasi A del contorno di K^ come appunto si voleva dimostrare. 

Premessi tutti questi lemmi, possiamo affirontare la nostra 
questione. Siano i^„ F^, F^. . » . quei campi della F, che sono li- 
mitati rispettivamente da (7„ C,, . . . . Essi saranno a un numero 
finito di fogli, semplicemente connessi: un campo Ft è intemo 
ai campi Fi^{j > 0); ogni punto, in cui non si diramano infiniti 
fogli, è interno ad almeno uno dei campi Fi e quindi anche a 
tutti i campi successivi. Sia un punto, non di diramazione, 
interno a F,. Sia m< la funzione di Green relativa a i^^ e al 
punto 0; e c< la relativa costante di Koebe. In i^, sarà w,^^ > tt„ 
se j > 0. La serie 

(a) (m,^i — w,) -f (tt,^, — t^^,) + 

ha dunque per termini delle funzioni armoniche, regolari e po- 
MÌtice in Fi. Nel punto questa serie si riduce alla serie, ancora 
a termini positivi, 

(P) (c<-fi — Ci) 4- (c,+4 — Ci^i) + . . . . 

Questa serie non può essere indeterminata, ma converge se 
e = lim Ci è finito, diverge se e = lim e, è uguale a + oo. 

i-co < = (X> 

Studiamo il primo caso. La serie (a) converge nel punto 0; 
per il citato teorema di Harnack, essa convergerà uniformemente 
in ogni campo interno a /^< e avrà per somma una funzione u 
armonica. In altre parole in ogni regione regolare F* di jF le 
funzioni w, tenderanno uniformemente a una funzione armonica 
limite M, che sarà dappertutto regolare, eccetto che nel punto O, 
ove diventerà infinita come log - . 

Con Vi indichiamo quella funzione armonica coniugata di »,, 
che in un intorno del punto O è uguale alla somma di — (fl =« 
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anomalia), e di una funzione armonica nxilla nel punto 0, Le Vf 
tenderanno xmiformemente in ogni regione regolare F' di F a 
una funzione t?, armonica coniugata della ti. 

Teorema. — La funzione x = g- («*••'> è regolare e monodroma 
in Fj e vi assume una e una sola volta ogni valore, minore in 
modulo di 1. Nel punto si ha x = 0: la F ha dunque per im- 
magine nel piano della x quel cerchio di raggio uguale a 1, che ha 
per centro V origine. L'origine corrisponde al punto 0; un punto 
qualunque del nostro cerchio è immagine di uno e un solo punto 
di F. 

Dimostrazione. — Osserviamo che u diventa singolare soltanto 
nel punto 0, e precisamente vi è singolare come log ; la t? è 
dunque determinata a meno di multipli di 2?:; e quindi x è 
monodroma sulla F. 

Posto a?, = e"^"» * '"n\ la Xn esiste in F„ e vi è non maggiore di 1 
in modulo; poiché in ogni punto regolare di F è a; = lim rr», 
in ogni punto regolare di F sarà | ìt | :^ 1. 

Io dico che in punti distinti di i^la x assume valori distinti; 
B*^ ciò infatti non fosse, esisterebbero due punti distinti A, J5, 
in cui la X assume lo stesso valore a\ e noi potremmo chiara- 
mente costruire in F \xiì campo regolarci'^', contenente all'interno 
i punti A, i?, e sul cui contorno a fosse x ^ a. Esisterebbe una 
costante positiva non nulla m, tale che su a sarebbe x — a|>2m. 
E noi potremmo trovare un intero i cosi grande, che ;r, esisterebbe 
in tutto F', e che in F' varrebbe la Xi — x\<i m. 

Ora — =14- '- . Quando si descrive il contorno a, 
X — a ' X — a 

< l : cosicché 



X{ — X 

X — a 



é2 Xi — J7|<<2m<a: — «;,^ quindi 

R \ -* — ) > ^. Al cammino a corrisponderebbe quindi nel 

piano della variabile ' ' - un cammino chiuso, che non con- 
X — a 

terrebbe all'interno l'origine. Entro F' la * — diventerebbe 

X a 

dunque nulla tante volte, quante diventa infinita. E quindi la x^ 
assumerebbe due volte il valore a in F': ciò che é assurdo. 
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Si tratta ora di dimostrare che la x riceve in F ogni valore, 
minore in modulo di 1. Osserviamo che alla F corrisponderà sol 
piano della x una certa area H, che si deve dimostrare coinci- 
dente col cerchio, che ha per centro il punto J? = 0, e per raggio 
r unità. Ai cammini Cj, C^, .... corrisponderanno delle linee chiuse 
Tn Y«> ••••? ciascuna delle quali è tutta interna alle successive, 
e racchiude un'area Hf. Tutte queste aree sono per ipotesi in- 
terne al cerchio di centro e di raggio uguale a 1. La m<, consi- 
derata quale funzione dei punti di H^, coincide con la funzione di 
Green u (fii, 0). Quindi, per il teorema di Osgood, la w — lim u{Ht, O) 

diventa infinitesima se il punto, in cui se ne calcola il valore 
tende al contorno di H. Ne verrà che sul contorno di H il mod x 
assume il valore 1 ; ossia che H è proprio il cerchio, che ha per 
centro il punto a? = 0, e per raggio V unità. 

Il caso che esista e sia finito il lim e, è dunque esaurito, e 

' = 00 

ci rimane dxinque da studiare il solo caso che lim e, = cxj. In 

1 = 00 

tal caso, se noi rappresentiamo conformemente Fj^^ su un cer- 
chio L in guisa che al punto corrisponda il centro (7 di i, 
e che il rapporto d'ingrandimento in sia uguale all'unità, il 
raggio c*i ^v di questo cerchio tende all' infinito con j + v- In 
questa rappresentazione a Fj corrisponderà un campo 2^^\ che 
si può rappresentare conformemente su un cerchio di centro (/ 
e di raggio e^i , in guisa che il punto 0' corrisponda a se stesso, 
e il rapporto d'ingrandimento vi sia uguale all'unità. Per il 
teorema di Koebe, la minima distanza da (7 al contorno di Sj*^ 
sarà dunque maggiore di una costante df, che tende all'infinito 
con j. Posto Uj -\- iVj = e"j {e^r^'s — «"^"i"^'';^), consideriamo U^ e 
Uj^^ come funzioni dei punti di S)^^ e di L] troviamo (pag. 382) 

che in Hj"^ (e quindi anche in Fj) e ] Uj^^ — ^/l < 3" > Q^*' 

lunque sia il valore di v. Poiché lim di = oo, le funzioni Ui ten- 

deranno uniformemente in ogni campo F^ a un limite determi- 
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nato e finito, che sarà una funzione U armonica sulla F. Le 
funzioni F< tenderanno alla funzione V armonica coniugata. 

Se TUj è il piano della variabile Uj-{- iVj, il campo Fj ha su tZj 
per immagine il piano tzj stesso, tagliato lungo il segmento Oj 
dell'asse immaginario, che ha l'origine per punto di mezzo, e 
per lunghezza 4 n e'") . In Fj la Uj-^-iVj assume una e una sola 
volta ogni valore, che non appartenga a questo segmento. 

Dimostreremo ora che U •}-{¥ assume in F ogni valore a, che 
sia differente da zero. Supponiamo dapprima che la parte reale di 
a (che noi indichiamo con R (a)) sia differente da zero. E sia e 

una costante positiva non nulla minore di R (a). Sia J un intero 

2 
cosi grande che r/ <C ^? ® che in Fj sia quindi C/^ f v — ^ <C ^ per 

ogni valore positivo di v. Nel piano della variabile Uj^^-{- i Vj+^ 
a Fj^^ corrisponde il piano stesso, tagliato lungo il segmento a^^^ 
e a i^^ corrisponde un campo aS'j"^; ma poiché | Uj^^ — Uj'<^e, e 
poiché sul contorno di i^^ è C/^ = 0, il contorno di S^/^ sarà tutto 
interno alla striscia limitata dalle due rette C/};^-= — e, Uj^^ = s, 
I punti di Fj^^j esterni a F,, avranno per immagine punti in- 
terni a questa striscia; e quindi il punto A^ di F, in cui Uj^^-{-iVj^^ 
assume il valore a, è interno a Fj; e se A è un punto di F , che 
sia punto limite dell'aggregato di punti A^, la U-\-i V assume 
in A evidentemente il valore a. 
Sia ora R (a) =^ 0. Poniamo 

U'j + i r, = e-', [e".^ '"/'^ — e-^-/ ^' '-^>J» 

dove (p è una costante reale, che non sia multipla di ti. Come 
sopra si dimostrerà che Fj ha per immagine sul piano della 
U'j -f- i V'j il piano stesso, tagliato lungo il solito segmento a^, e 
che esiste in tutto F la funzione U' -(- i V = lim {U'i-\- i Fj). 

Come sopra si dimostra che U' -\- i V assume in F ogni valore, 
che non sia puramente immaginario : ad es. il valore a e'^ Ma 
facilmente (*) si trova U -{- i V = e-'^ {U' + i V), E, poiché 



(•) Si ricorili chi» per ipotesi lim e, = lim «,= -[- x , e quiiuli 
lim e^'» e-^"» '". = O. 
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la U' -\- i V assume il valore a 6% la [7 -|- i F assumerà il 

valore a. 

Come nel caso precedente si dimostra poi cife U -{- iV non 
può assumere in F due volte lo stesso valore. 

La F è dunque rappresentata conformemente e biunivocamente 
sul piano della variabile U~\- i V, a cui si tolga V origine^ e quindi 
sul piano della variabile jj-j—. v/» ^ ^^^ ^' tolga U punto alV infinito. 

Il nostro teorema è cosi completamente dimostrato. 
Osserviamo che, essendo in quest'ultimo caso 

lim e, =:- -f- c^, lim «-*'•-"•-'•''= 0, 

U, + i V, = e-^ [e---^^ — 6-f-.^ '''% 

U -\-iV'-^\ìm{U.-\-iV.), 
si ha che il 

lim e-"-"''.'^^ 

esiste, ed è uguale a ^^ , . ,,. Questo ultimo limite esiste dun- 

^ U -\- tV 

que tanto se eh finito, quanto se ce infinito. E poiché sul piano della 
variabile (j~^'"/'V^s la regione F, è rappresentata conformemente 
su un cerchio, in guisa che il punto corrisponda all'origine, e 
il rapporto di ingrandimento in sia uguale a uno, ne deduciamo: 

Se noi rappresentiamo conformemente F, su un cerchio di un 
piano a, in guisa che il punto O corrisponda all'origine^ e il rapporto 
d' ingrandimento in O sia uguale a 1, e passiamo poi al limite 
per s ----- e , otteniamo una rappresentazione conforme e biunivoca 
di F su un cerchio del piano a, di centro e di raggio finito o 
infinito. 

Osservazione I, — Nello studio precedente noi siamo partiti 
da una funzione polidroma W di una variabile z, E ben evi- 
dente che avremmo potuto nello stesso modo considerare un 
sistema di funzioni polidrome \V della z, e cercare una variabile 
ausiliaria x, di cui la z fosse funzione automorfa, le W funzioni 
uniformi. 
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Osservazione IL — Invece di parlare di una ftinzione poli- 
droma di una variabile z, avremmo potuto parlare di una fun- 
zione W, o di un sistema di funzioni polidrome W su una super- 
ficie Riemanniana /S, immagine di una curva algebrica /*(y,2) = 0. 
Le precedenti considerazioni si possono ripetere per questo caso 
con poche modificazioni. La superficie F si costruirebbe, sovrap- 
ponendo r una all'altra più superficie identiche a /S, anziché 
sovrapporre semplicemente dei piani. Si troverebbe ancora una 
variabile ausiliaria x, di cui le y, z sono funzioni automorfe, la 
W le ftinzioni W sono funzioni uniformi. 

Osservazione III. — Noi abbiamo ammesso che la funzione W 
avesse un numero finito di punti di diramazione nel piano della z. 
Se i punti di diramazione fossero in numero infinito, noi non 
potremmo senz' altro applicare i procedimenti precedenti per 
costruire la superficie Riemanniana F. Se noi però, con un me- 
todo qualsiasi, riuscissimo a costruire una superficie F, su cui 
la W fosse monodroma, la quale si potesse considerare come 
limite di infinite regioni F, semplicemente connesse, e a un nu- 
mero finito di fogli, allora i metodi e le conclusioni precedenti 
sarebbero senz'altro applicabili. 

Noi vogliamo ora indicare un caso assai generale, in cui que- 
sto è possibile. Supponiamo che gli infiniti punti di diramazione 

della W {z = a^j jg = a^? ) abbiamo un unico punto limite 

z = a (*), e che i corrispondenti valori delle costanti A, sieno 
tutte uguali a CX3 (* *). Entro un cerchio C di un piano a imma- 
giniamo rappresentata conformemente una metrica di Bólyai. 
Scegliamo su C infiniti punti -4^, A^, A^, . . . . , che si seguano nel 



(•) Il procedimento seguente vale anche se qnesti punti limiti sono 
in numero finito, e anche in casi pifi generali. 

(••) Il caso che tutte le costanti X/ sono nguali a co è specialmente 
importimte j in quanto che se per esso si sa trovare hi variabile ausilia- 
ria X, le funzioni diramate soltanto nei punti s ^= Ot soni» tutte funzioni 
uniformi della x. 
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verso qui indicato e tendano a un punto A di C. Tiriamo le 

geodetiche A^ -Ag, A^ A^^ A^ A^j e riflettiamo la figura cosi 

ottenuta attorno alla geodetica -4, A. Otteniamo cosi un poli- 
gono H con infiniti vertici, che può servire di campo fonda- 
mentale a un gruppo fuch siano T. Gli stessi metodi, che abbiamo 
usato al § 49, servono anche nel caso attuale a costruire la su- 
perficie F. 



APPENDICE. 
FUNZIONI MODULARI E IPEBMODULARI 



La teoria delle funzioni ellittiche e iperellittiche, e la stessa 
teoria delle funzioni fuchsiane ci danno esempii di funzioni au- 
tomorfe e cremoniane, che soltanto in parte rientrano nelle teorie 
che noi abbiamo svolto fin qui. Queste funzioni si possono de- 
nominare funzioni modulari o ipermodulari : un tale nome è 
dovuto a ragioni storiche, e trae l'origine dal nome di modulo, 
che viene dato a un certo parametro nella teoria delle funzioni 
ellittiche di lacobi. Le funzioni invarianti per il gruppo modu- 
lare offrono il primo esempio di questa categoria di funzioni. 

Dalla teoria delle curve algebriche è noto che ogni curva C 
di genere p > dipende da un certo numero h di moduli (h =*= 1, 
se jp =: 1, A = 3^ — 3 se j; > 1), in questo senso, che se noi 
non riguardiamo come distinte due curve, che si possono porre 
in corrispondenza biunivoca algebrica, dette curve, considerate 
come punti, formano un'unica varietà ad h dimensioni. In altre 
parole si possono trovare h costanti (funzioni dei coefficienti 
delle equazioni della curva C), le quali rimangono inalterate 
allora e allora soltanto che alla C si sostituisca una curva C", 
i cui punti sono in corrispondenza biunivoca algebrica coi punti 
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di C Preciseremo ancor meglio questo concetto. Se /? == 1, la 
curva C si può porre in corrispondenza biunivoca algebrica coi 
punti di una cubica piana C\ A modulo di C si può assumere uno 
dei birapporti delle quattro tangenti, che si possono tirare a C 
da un punto A di C; il quale, come è noto, non dipenderà da A. 
Se invece ^ > 1, la curva (7 si potrà ancora porre in corrispon- 
denza biunivoca algebrica con una curva piana (7'; siano % = 
(i = 1,2, ...., j)) p curve aggiunte generiche di C (siano cioè le ^, 
proporzionali ai differenziali di p integrali abeliani generici di 
prima specie) ; e sia C" la curva dello spazio SLp — 1 dimensioni, 
in cui Zi (i = 1, 2, •...,!>) sono coordinate omogenee, che è de- 
finita dalle 2, = 9,. La C" sarà, in generale, in corrispondenza 
biunivoca algebrica con C; e come moduli della C potremo assu- 
mere gli invarianti proiettivi di C". (Cfr, più specialmente a 
pag. 396 e 396 per i casi di j) = l, i> = 2). 

I moduli cosi trovati si diranno moduli algebrici^ in quanto 
che essi sono funzioni algebriche dei coefficienti delle equazioni 
di C. 

Ricordati brevemente questi teoremi, possiamo dare la se- 
guente definizione generale: 

Si dice sistema di moduli di una curva di genere p, un sistema 
di quantità tali che, se uno stesso sistema corrisponde a due curve 
distinte C, C\ le due curve sono in corrispondenza biunivoca alge- 
brica. I moduli algebrici, più sopra definiti, godono anche della 
proprietà inversa: che cioè due curve in corrispondenza biuni- 
voca algebrica hanno lo stesso sistema di moduli algebrici. 

Sia ora data una curva C di genere p ; dato un sistema nor- 
male di tagli che renda semplicemente connessa la corrispon- 
dente superficie yiemanniana F, noi potremo definire j; integrali 
abeliani di prima specie ij , ^2, . . . . , ip normali rispetto al dato 
sistema di tagli. I periodi di i* (i: = 1, 2, . . . ., ^) saranno £»», e^,, 
• * • •» ^kpi ^kiì ^tó? • • • • j i^kpì dove fijyk = per h =^ Jc, e»» = 1, e dove 
le Xjsk sono costanti, che soddisfano alle 

^'kk = ^bH (A; fc = 1, 2, ,p). 
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Di più, se poniamo Xt^ = ^ik -\- V — i ^?kì la forma S y^ y^ oif$ 
deve eBsere una forma definita positiva delle y. 

Le quantità x,t (in virtù delle x,k = X^i) si riducono a P^SJa^) 
quantità distinte. E dalla teoria delle serie 6 è noto che queste 
quantità si possono assumere come un sistema di moduli per la 
curva corrispondente. Ma, siccome ^^ rt 7_j > 3 ^p — 3 per 

^ > 3; tra le VA2-JL l quantità Xm esistono (se p è maggiore di 3) 
p (/> -f 1) _ 3 ^ _^ 3 ^ {pjz ^){P-^1 relazioni distinte (che 

A Ci 

Schottky scrisse in modo esplicito nel caso di ^ = 4) (*). 

■'^^ o quantità x^^. (tra cui esistono ^^ - \^^ 

relazioni) si diranno moduli trascendenti. Ora consideriamo i 
moduli algebrici sopì» definiti come funzioni tj> dei moduli tra- 
scendenti Xiii. E facile trovare un gruppo G di trasformazioni 
sulle X(f.j che trasforma in se stesse queste funzioni '|. Basta os- 
servare che, data la superficie Riemanniana F^ il sistema dei tagli 
che la rende semplicemente connessa, non è determinato, ma si 
può scegliere in infiniti modi. Al variare di questo sistema di 
tagli, variano anche le .r.^; e precisamente le Xn. subiscono le 
trasformazioni di un gruppo discontinuo G. Le funzioni 'J^, che 
abbiamo considerato più sopra, sono appunto invarianti per G. 

Noi vogliamo esaminare, a titolo di esempio, i casi special- 
mente notevoli di p = 1, o p =i 2. 

Gknere p ^= 1, Una curva di genere 1 si può sempre porre 
in corrispondenza biunivoca algebrica con una cubica 

2/* = 4 ir» - gfg a: — Sfa 



«8 



L' invariante assoluto z = - ^\„ ^ si può assumere come 

9^ — 27 gì ^ 

modulo algebrico di questa curva. Un integrale abeliano v di 
prima specie abbia, relativamente a un certo sistema normale di 
tagli, i periodi (o^Wg; l'integrale abeliano normale avrà i perio- 

(•) ScjnoTTKy. Znr Theorìe dcr Abehchen Fanctioucn von vier Vaviabeln. 
Crdlcs Joanial Bd. 102. 1888. — Uabijr die Modula der Thetafun-vUone^i 
Aoia Matemaiisa, Voi. 27. 1904. 
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questa, che posto x = x^^^ + V — 1 ^^\ la forma sf^^ y* della 
variabile y sia definita positiva, ossia che x^^'^ sia positivo. 

Facciamo variare ora il sistema normale di tagli; i periodi, 
che V avrà rispetto al nuovo sistema, siano w',, ìù\. Dovrà essere 
naturalmente 

{Ù\ •= n^y ^1 + ^12 ^2 ) ... 

(1) , / (w,i, W|2, W21, W22 n^uneri interi). 

(Og = W21 (Oj + Wg2 Wg ) 

Viceversa, poiché Wj, (o^ devono pure essere combinazioni li- 
neari a coefficienti costanti delle Wj, co'g, sarà w^ Wgg — w^g w^^ = + 1. 
L'integrale abeliano normale rispetto al nuovo sistema di tagli 
avrà i periodi 1, x\ dove 

(ly x' = ^^ = ^^^ + ^" ^ 

Poiché il coefficiente della parte immaginaria di x deve essere 
positivo, sarà n^^ ^n — Wgj w^g > 0, e quindi 

Il gruppo G, generato dalla (1/, coincide quindi col gruppo 
modulare, che noi abbiamo già studiato al § 26 (pag. 161 e seg.), e 
per cui abbiamo trovato allora un campo fondamentale. L' inva- 
riante z é dunque una funzione, trasformata in sé stessa dal grup- 
po modulare. Ciò del resto si può anche verificare direttamente. 
Infatti dalla teoria delle funzioni ellittiche è ben noto che il 
rapporto gfj : flf» è uguale, a meno di un fattore numerico, a 

(S , ì : (S - -;,.i 1 dove le sommatorie sono 

estese a tutti i sistemi possibili di valori interi per w?, w, eccetto 
che al sistema m ^= n = 0. Ed è ben evidente che ambedue 
queste sommatorie sono invarianti per una trasformazione (1), 
quando w,j, >ii2> ^hii '^22 ^^ono interi soddisfacenti alla n^^ Wgj — 

— ^12 ^hi = 1- 

Genere p = 2. Ogni curva C di genere 2 si può porre in 
corrispondenza biunivoca algebrica con una curva 

y2 = a?^ + ^1 ^'* + «2 ^^ + «3 ^^ + ^4 ^ + %? 

di 1,03="^*. L'unica condizione a cui deve soddisfare ^ è 

' 0)1 
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la quale possiede tre invarianti assoluti indipendenti (funzioni 
razionali delle a) 2„ ^g, 23, che si possono riguardare come un 
sistema di moduli algebrici per la C. Se u è un integrale abe- 
liano di prima specie, e se tOi, (o^, 0)3, o)^ sono i suoi periodi ri- 
spetto a un sistema normale di tagli, noi assumeremo (Oj, co^, (1)3, co^ 
come coordinate omogenee in uno spazio S a tre dimensioni. 
Se w, V sono due integrali abeliani indipendenti di prima specie, 
se (1)1 e tù\ (i rrz 1, 2, 3, 4) sono i loro periodi, ogni altro integrale 
abeliano to di prima specie è del tipo au -|- ^r -|- Y (*» P> Y == cost.); 
i periodi co", (i = 1, 2, 3, 4) di w sono uguali quindi ad a co, -\-^(ù\. 
H punto di 8f che è individuato da te secondo le nostre conven- 
zioni, avrà per coordinate le a (o, + P w'* e giacerà quindi sulla retta 
r che congiunge i punti individuati rispettivamente dagli inte- 
grali u, V. Questa retta è quindi indipendente dai particolari inte- 
grali UjV considerati; e dipende perciò soltanto dalla curva C 
e dal sistema normale di tagli, rispetto al quale si sono calco- 
lati i periodi. Agli integrali abeliani normali* di prima specie 
relativi alla nostra curva corrispondono poi quei punti di S, in 
cui r incontra rispettivamente i piani (Oj, ==-- 0, (Oj -.= 0. 

Il dare dunque la retta r individua senza ambiguità i moduli 
trascendenti di C; e per studiare come un cambiamento del si- 
stema normale di tagli trasforma i moduli trascendenti di C, 
basterà studiare come esso trasforma la retta r. 

Osserviamo ora che le coordinate Plùckeriane ^i„ ^j,, i>u, p», 
i>84,i>4s di una retta di S sono date dalle ptk = ^<to'* — ^k^\} ® 
soddisfano identicamente alla 

Per la relazione che lega i periodi di 2 integrali abeliani di 
prima specie, una retta r di /S, che corrisponda nel modo sopra 
esposto a una qualsiasi curva di genere 2, soddisferà ancora alla: 

Jt>,s — P42 = 0. 
Consideriamo tutte le rette di S che soddisfano a questa 
equazione. Se noi poniamo yi=jpw; y, -^p^] y8=j?i8=i?4»; y4=Pu, 
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y^ = — 2?as, e assumiamo le y a coordinate omogenee in uno spa- 
zio S a quattro dimensioni, alle nostre rette corrisponderanno 
quei punti di S, che giacciono sulla quadrica 

Q = yi ^2 + ^3 — ^4 ^5 = 0. 

A un punto (e/J di S corrisponde in S la retta che passa 
per i due punti di S^ le cui coordinate sono rispettivamen- 
te [l, 0, ^' , '^'j e /o, 1, y- , ^-J; ossia al punto (y,) di S corri- 

spendono i- moduli trascendenti a^u = ^ ; a?,, = ^': x^^ = ^* . 
A un cambiamento del sistema di tagli corrisponderà sui 
periodi w, di un integrale abeliano u di prima specie una tras- 
formazione 

4 

iù'i = 2 ^'* ^* (^« = numeri interi). 

E come sopra riconosciamo che il determinante delle »,» non 
può essere differente da + 1. La precedente trasformazione non 
può dunque mai essere infinitesima. Se noi facciamo variare in 
tutti i modi possibili il sistema normale di tagli, questa trasfor- 
mazione genererà dunque in S un gruppo proiettivo G p. d. t. i. 
Ora una proiettività in S individua evidentemente una trasfor- 
mazione lineare intera omogenea sulle jo^. Al gruppo G corri- 
sponderà dunque un gruppo (?', p. d. t. i., di trasformazioni lineari 
intere omogenee sulle Pij., le quali dovranno, per quanto si è 
detto, trasformare in se stessa l'equazione pi^ — ^4, = 0. Il 
gruppo G' si potrà quindi considerare anche come un gruppo 
proiettivo nello spazio S, che trasformi in sé stessa la quadrica 
Q = y, y^ ^ yl — 1/4. yb = t), o, ciò che è lo stesso, la quadrica 

Per il teorema X del § 21 (pag. 131) abbiamo dunque che: 
n gruppo 6r' opera in modo pr, dia, sui punti complessi della 
quadrica Q =^ di S. 

E, poiché i punti di questa quadrica sono in corrispondenza 
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biunivoca continua coi possibili sistemi di moduli trascendenti 
di una curva di genere 2, possiamo (§ 18, pag. 118) enunciare 
il precedente risultato anche cosi: 

n gruppo O opera in modo pr. dis. sui valori complessi delle 
a?!,, Xiij x^. In altre parole O è pr. dis. in uno spazio if, in cui 
^uj ^11? ^j sono coordinate non omogenee (naturalmente quando 
si pensi R luogo dei suoi punti reali e complessi). 

Osservazione L — Il gruppo G, pensato come gruppo di tras- 
formazioni in iJ, gode di una proprietà notevole. Per trovarla, 
si noti che dalle x^ = - , a?» = - , a?» = ^ » © dalla Q = 0, 

yi . y» yi 

scende che 

dafl,^ — dxn dx„ = — (d y» d y, + dyì — dy, dy,). 

Una trasformazione di 6^ è una trasformazione lineare intera omo- 
genea sulle y, che, trasformando in sé stessa la |/i i/j + yJ — VaVì = 0, 
moltiplicherà per un fattore finito la forma dy^dy^ -f dy\ — 
-^ dy^dy^ e quindi anche la do??, — dXn da?,,. Il gruppo G è 
dunque un gruppo conforme per la metrica euclidea indefinita, 
che ha la forma da^i, — dx^da^ come elemento lineare. E il 
nostro risultato è quindi un caso particolare del teorema XI 
del § 21. 

Osservazione II, — La propria discontinuità di O si poteva 
anche dedurre dal teorema II del § 17, ricordando che i tre 
moduli algebrici z„ 2^, Zg, considerati come funzioni delle x, sono 
invarianti rispetto al gruppo G. Questo metodo, per quanto si 
possa applicare anche al caso di ^ > 2 (con qualche modifica- 
zione, se ^ > 3) ha però assai minore interesse del metodo da 
noi seguito. Infatti la via da noi scelta ci ha dimostrato che il 
nostro gruppo è soltanto un caso particolare di un'intiera classe 
di gruppi: i gruppi di trasformazioni conformi in una metrica 
euclidea indefinita; i quali tutti sono pr. dis., quando sono p.d. t.i. 
Teoremi generali di esistenza per le funzioni invarianti per uno 
di questi gruppi non sono però ancora conosciuti* 
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Accanto alle funzioni, di cui qui abbiamo discorso, ne esi- 
stono altre, che nella teoria dei gruppi fuchsiani compiono un 
ufficio perfettamente analogo a quello che le precedenti funzioni 
compiono nella teoria degli integrali abeliani. 

Sia G un gruppo di trasformazioni lineari su una variabile jp, 
che sia un gruppo di movimenti in una metrica a curvatura 
costante. Se G è fuchsiano, esso non sia pr. dis. sui pimti del- 
l' assoluto della metrica corrispondente. Supporremo G di genere 
finito p^l. Sia n il numero dei cicli di vertici non accidentali di 

un campo fondamentale /i di (r, - - , -^ , , --.— le somme de- 

gli angoli di K in ciascuno di questi cicli. Noi diremo con Fricke 
che G ha la segnatura 

(p, ^; hi hi — ? O- 

Gruppi simili avranno la stessa segnatura; noi non li riguar- 
deremo come distinti. Notiamo però che un gruppo non è indi- 
viduato in generale dalla sua segnatura: esistono infatti gruppi 
non simili, che hanno la stessa segnatura. 

Un gruppo G della segnatura sopra scritta possiede general- 
mente un campo fondamentale con ip + n coppie di lati equi- 
valenti (*). Per individuare il gruppo basterà dare p. es. i coeffi- 
cienti a delle ip -\- n trasformazioni, che portano un lato di un 



(•) Si può dimostrare che un gruppo G della segnatura su scritta ha 
generalniei.te un campo fondameutale con 4 p -\- n coppie di latiequiTalenti. 
Infatti sia F la superficie Rienianniana di genere p, che si ottiene pie- 
gando un campo fondamentale di G, in guisa che punti corrispondenti del 
contorno si sovrappongano. Rendiamo B" semplicemente connessa col solito 
sistema di 3 p tagli a, //, e. Ogni taglio a sarò diviso dai corrispondenti 
tagli b, e in due pezzi a', a". Congiungiamo un punto di imo di questi 
tagli, p. es. il punto che serve di origine ai tagli e, agli » punti di F, 
immagine dei cicli di vertici non accidentali di /C, e tagliamo F lungo 
«luesti nuovi n tagli </. La F, tagliata cosi hmgo 3p -f » tagli, resterà an- 
cora semplicemente connessa, e sul piano della x avrà appunto per im- 
magine un poligono F con 4 p 4- »t coppie di lati (in generale non retti- 
linei) equivalenti, ùnmagine rispettivamente dei tagli a', a", b, e, d. 
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campo fondamentale nel lato equivalente, e che, com'è noto, for- 
mano un sistema di tmsformazioni generatrici per il gruppo. 
Queste quantità a non saranno tutte indipendenti, ma dovranno 
naturalmente soddisfare a condizioni, che noi non vogliamo qui 
precisare. Di più, poiché gruppi simili non si considerano come 
distinti, noi potremo trasformare G con una tale trasformazione 
lineare che tre dei coefficienti a abbiano valori prefissati. 

Notiamo però che, mentre i coefficierfti a individuano com- 
pletamente il gruppo G, questo gruppo non individua questi 
coefficienti, in quanto che a uno stesso gruppo corrispondono 
infiniti sistemi di 4:p -\- n trasformazioni generatrici (*). Da uno 
di questi sistemi si passa a ogni altro con una trasformazione 
birazionale sui coefficienti a. Indicheremo con V il gruppo ge- 
nerato da queste trasforma0Ìoni birazionali sulle quantità a. 

Due funzioni fuchsiane generiche, invarianti per G, sono le- 
gate da una relazione algebrica, a cui corrisponde una superficie 
Riemanniana, i cui punti sono in corrispondenza biunivoca coi 
punti di un campo fondamentale K di (r, quando non si consi- 
derino come distinti punti equivalenti del contorno di K, Tutte 
le curve algebriche corrispondenti sono quindi in corrispondenza 
biunivoca algebrica. 

Viceversa siano date due curve algebriche C, D di genere p'^l 
in corrispondenza biunivoca algebrica. Su di una di esse segniamo n 
punti A^, A^j . ..., A^; e suW altra segniamo i punti corrispondenti 

Bi, ^2, . . .., B^. Siano Z^, Zg, , Z, interi arbitrarti. Per i risultati 

dell'ultimo capitolo sappiamo che esiste un gruppo G di movi- 
menti in una metrica a curvatura costante, tale che le coordinate 
dei punti di C siano funzioni uniformi di una variabile ar, inva- 
rianti per G^ che ai cicli di vertici non accidentali di un campo 



(*) E ciò, perchè un gruppo non indivìdua il proprio campo fonda- 
mentale. Se noi costruiamo il poligono P col metodo indicato nella pre- 
cedente nota, V indeterminazione di P risulta ben chiara, appena si ricordi 
p. es. l'indeterminazione, 'di cui è suscettibile il sistema dei 3p tagli, che 
rendono F semplicemente connessa. 
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fondamentale K per G corrispondano i punti A di C, e che gli 
angoli di K in uno di questi cicli abbiano rispettivamente per 
somma -" , ^ ",....,- \ E anzi, se non consideriamo come 

distinti gruppi G simili, il gruppo G è individuato completa- 
mente. Cosi pure alla curva D e ai punti B corrisponderà un 
altro gruppo G\ La corrispondenza biunivoca algebrica tra i 
punti di C, I) individua una corrispondenza conforme tra due 
delle reti di campi foYidamentali di G, G'. Questi due gruppi sono 
dunque simili; e noi li dovremo riguardare come identici (*). 
Ora, se noi riguardiamo come non distinte curve in corrispon- 
denza biunivoca algebrica, l'insieme di una curva Cedi » punti 
^,,^27 '"ì^ni posti su di essa, dipende da. r = 3 1) — 3-{- n moduli 
(soltanto, se ^ =^ 1, n = 0, il numero r di questi moduli è u- 
guale a 1). Ora per un teorema di Poincaré (pag. 302) questi 
r moduli variano con continuità al variare continuo di G, e sono 
anzi funzioni analitiche dei corrispondenti parametri a. Per quanto 
abbiamo detto, queste r funzioni analitiche sono funzioni inva- 
rianti per il gruppo P, e costituiscono un notevolissimo esempio 
di funzioni cremoniane, che non sono state finora sottoposte a 
diretta ricerca. 

Insieme a ciò, noi abbiamo conseguito un altro risultato : che 
cioè i gruppi G di segnatura (jo, ?2; Z,, Z^, . . . ., ZJ, che si possono 
considerare come gruppi di movimenti in una metrica a curva- 
tura costante, e che, se fuchsiani, posseggono due reti distinte 
di campi fondamentali, formano, considerati come punti, e quando 
gruppi simili si considerino come identici, una varietà continua 
ad r dimensioni complesse; o, in altre parole, che ogni tale gruppo 
si può individuare, dando i valori di r parametri complessi, o, 
ciò eh' è lo stesso, di 2 r parametri reali, variabili con continuità 
in un certo campo. 

I*) È aKHiii notevole il fatto che la con-ispondenza biunivoca algebrica 
tra le due curve T, /> in guisa che ai punti A comspondano i punti B^ 
ajìpaia come un fatto equivalente alla 8imilitndine dei gruppi (?,. tì^'. 
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Questo risultato, che Fricke dimostra nel suo trattato in 

modo diretto, è stato generalizzato dal Fricke stesso ai gruppi 

fuchsiani, che posseggono una sola rete di campi fondamentali. 
Esempio. — I gruppi G di traslazioni euclidee, che hanno 

un parallelogrammo come campo fondamentale sono formati da 

traslazione del tipo: 

a;' = OJ + m a + » p (a, p costanti) 

dove m, n sono interi variabili da trasformazione a trasforma- 
zione. A gruppi G simili corrisponde uno stesso valore del rap- 
porto t = ^ , e noi possiamo supporre che / (t) > (*) (pag. 233). 

Valori di t, equivalenti rispetto al gruppo modulare, corrispon- 
dono a gruppi G simili (§ 34, pag. 223). Il gruppo modulare è 
dunque, nel caso attuale, il gruppo T. Sia f (a?, y) = una curva 
di genere 1, corrispondente al nostro gruppo G. L'invariante 
assoluto di tale curva è una funzione di x, invariante per il 
gruppo modulare. (Cfr. anche pag. 396-396). 



(*) Con / (t) indico, al solito, il coefficiente della parte immaginaria 
di T (pag. 108). 



OSSERVAZIONI VARIE 



I. — Sulla dìBoontinaità di un gruppo kleiniano. 

(cfr. pag. 195-198). 

A pag. 197 noi abbiamo dato il seguente teorema (cfr. loc. cit. 
per le notazioni): 

Se vo è un pezzo di Q, in cui esiste almeno un punto jB, che 
sia punto limite di infiniti campi normali^ e se io è un altro pezzo 
di Q, in ogni intorno di B esiste almeno un punto equivalente a 
un punto generico E di w\ 

Questo teorema si può facilmente completare, dimostrando che 
esso vale per ogni punto E di w\ quando si escluda il caso che 
tutte le trasformazioni del nostro gruppo lascino fissi entrambi 
i punti jE?, J5, ossia quando si escluda il caso banale dei gruppi 
generati da trasformazioni iperboliche o lossodromiche, e da 
trasformazioni ellittiche periodiche, aventi a comune i due punti 
base E, B (cfr. pag. 239). Infatti, se ciò non avviene, allora o tutte 
le trasformazioni del gruppo G lasciano fisso il punto E, (e non la- 
sciano fisso B) oppure esiste su Q almeno un punto E\ distinto 
da Ey ed equivalente ad E. Nel primo caso il nostro gruppo è 
simile a un gruppo di similitudini euclidee, il quale, essendo privo 
di trasformazioni infinitesime, e non lasciando fisso il punto B, è 
per i risultati di pag. 238-239 pr. dis. in un intorno di B, co- 
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sicché B aon sarebbe punto limite di infiniti poliedri normali 
contro r ipotesi. Nel secondo caso sia a un intorno qualsiasi di B 
sulla sfera Q, g un piccolo cerchietto, posto in a, e contenente B 
air interno ; sia y quella regione dello spazio ambiente, che è li- 
mitata dal piano passante per gr, e da quella calotta di Q, a cui 
appartiene il punto B. Se A è un qualsiasi punto della retta 
E E\ interno a Q, in y esiste (teorema I, pag. 195) almeno un 
punto A equivalente ad A, La retta passante per A^ equivalente 
alla retta E E^ incontrerà a almeno in un punto E'\ che sarà 

equivalente ad JK, E\ 

e. d. d. 

Dalla precedente osservazione possiamo trarre una importante 
conseguenza. 

Se G è un gruppo kleiniano p. d. t i. che trasforma in sé stessa 
una regione A del piano n della corrispondente variabile complessa x^ 
e se esistono punti di it non appartenenti a A, allora G è pr. dis. in tc. 

Questo teorema estende a regioni A qualunque il teorema 
ohe afferma la discontinuità propria di ogni gruppo (fuchsiano) G 
p. d. t. i., che trasformi in se stessa una regione circolare A. Per 
dimostrare il nostro teorema si osservi che, se G non fosse pr. dis. 
in un punto B interno a A, in ogni intorno di B esisterebbero 
punti equivalenti a un qualsiasi punto E di tc, che non sia la- 
sciato fisso da tutte le trasformazioni di G ; e ciò, anche se E non 
appartiene a A. Per la nostra ipotesi ne scenderà che ogni punto 
E esterno a A deve essere lasciato fisso da tutte le trasforma- 
zioni di G. Quindi G sarebbe simile a un gruppo di similitudini 
euclidee p. d. t. i.; e, per i risultati di pag. 238-239, sarebbe dun- 
que pr. dis. in tutto n. La contraddizione dimostra il nostro 
asserto. 

Ne segue anche: 

Se G non ò pr. dis., ogni punto B di Q è punto limite di 
infiniti poliedri fondamentali: e in un inturno a di ogni punto B 
di Q esistono punti equivalenti a un qualsiasi punto E di Q. 



\ 
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Quindi : 

Se non è pr. din., i punti equivalenti a un qualsiasi punto E 
formano un insieme di punti denso in tutto ti. 

Se dunque per un particolare punto E avviene che i punti 
ad esso equivalenti non formano un aggregato dappertutto denso, 
altrettanto avverrà per ogni punto di tt; e 6? sarà pr. dis. in tc. 



II. — Sulle funzioni zeta-automorfe. 

(cfr. pag. 116, righe 6-10 e pag. 259, righe 20-21). 

Abbiamo visto al § 17 che il problema {B) non è risolubile, 
quando O non è pr. dis., mentre nulla abbiamo conchiuso in tal 
senso per il problema [A). Il mio amico dott. Eugenio Levi mi 
comunica la seguente notevole osservazione che esistono casi, 
in cui si può dimostrare la irresolubilità del problema {A\ se 
G non è pr. dis. E precisamente si può dimostrare che no7i esi- 
stono funzioni zeta-automorfe (o zetacremoniane) di una variabile x 
{distinte da una costante o da una funzione razionale)^ quando il 
gruppo G è un gruppo p.d,t,i. impropriamente discontinuo, e in 
particolare quindi che non esistono sistemi di effettive funzioni 
z^,z^,.,.,z^ della x, le quali subiscono le trasformazioni di un 
gruppo r lineare intero omogeneo, quando la x subisce le tra- 
sformazioni di un gruppo G (p. d. t. i.) di trasformazioni lineari 
sulla a:, che non sia pr. dis. 

Infatti si osservi che (cfr. osservazione I) i punti equivalenti 
a un punto A rispetto ad un tale gruppo G formano un aggre- 
gato di punti dappertutto denso nel piano della variabile com- 
plessa X] cosicché il campo di esistenza delle funzioni 2^, 2jj,....2„, 
che deve essere trasformato in so stesso da G, si deve estendere 
a tutto il piano. Notiamo ancora che si può sempre fare l'ipotesi 

che le 2i,z^,, , 2,„, siano linearmente indipendenti. Poiché, ove 

ciò non fosse, si potrebbe esprimere una di eshe, per es. z^^ per 
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le 2^, ....2J«; ed il aistema delle m — 1 funzioni z^, ...., ^^ risul- 
terebbe ancora un sistema di funzioni zeta-automorfe relative al 
gruppo G. 

Segue di qui che, se una particolare operazione del gruppo F 
lineare omogeneo fa passare dalle z, alle 2„ si potranno sempre 
inversamente esprimere le Zt in funzione delle zV 

Ciò posto, diciamo punto singolare per il sistema delle funzioni 
^1, Zjj, ...., 2« un punto singolare per una qualunque delle fun- 
zioni Zxì^2ì ••••j^n»; dalla precedente osservazione segue che un 
punto equivalente ad un punto singolare per il sistema delle 
funzioni 2, è certamente ancora singolare per il sistema delle 
funzioni 2,. Ma i punti equivalenti ad un punto qualunque del 
piano formano un insieme ovunque denso: quindi se il sistema 
delle Zi ha un punto singolare, il sistema dei punti singolari delle 
Z( è ovunque denso. 

Ciò è assurdo; le 2, non hanno quindi mai punti singolari, 

e, poiché sono funzioni uniformi in tutto il piano, si riducono a 

costanti. 

e. d. d. 

Qualora il gruppo T non fosse di trasformazioni lineari in- 
tere omogenee, ma di trasformazioni lineari fratte, occorrerebbe 
considerare come punti singolari per le 2.- i soli punti singolari 
essenziali: ciò porterebbe a dire che le funzioni 2, non possono 
che essere funzioni razionali della x: ed analogo risultato si ot- 
terrebbe quando F fosse un gruppo di trasformazioni birazionali 
(purché naturalmente si conservi T ipotesi che le z debbono essere 
uniformi nella x). 
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di trasformazioni infinitesime^ loro discontinuità propria. 

$ 21. — Applicazioni varie dei teoremi precedenti » 127 

Sistemi di forme definite algebriche, o Hermitiaue; gruppi di 
movimenti in una metrica reale, e particolarmente in una 
metrica a curvatura costante o Hermitiauaj ginippi di trasfor- 
mazioni conformi in una metrica euclidea indefinita. 
4 22. — Gruppi aritmetici, gruppi fuchsiani, fuchsiani misti, 

kleittianiy iperfuchsiani, iperfuehsiani misti )^ 135 

Definizioni. Applicazioni a questi gruppi dei teoremi dei pre- 
cedenti 4$. 

4 28. — Di alcuni gruppi discontinui finiti » 140 

Metriche ed ipermetriche regolari in un punto. Gruppi lineari, 

che tn^sfoimano in sé stessji una forma definita. 

Capitolo sesto. — I campi fondamentali. 

5 24. — Prime definizioni » 142 

Insiemi fondamentali e cambiamenti leciti. Insiemi fondamentali 

per i gruppi propriamente discontinui ; campi fondamentali. 
Trasformazioni generatrici . 

J 25. — Alcuni teoremi relativi alla costruzione dei campi fon- 
damentali » 150 

Di un metodo generale per la costruzione dei campi fonda- 
mentali. Applicazioni ai campi fondamentali dei gruppi di 
movimenti : campi nonnali. Applicazioni ai gruppi proiettivi. 

$ 26. — Osservazioni varie relative alla costruzione dei campi 

fondamentali, ed esempi » 158 

L^ ampliamento per riflessione e sue applicazioni alla costru- 
zione dei campi fondamentali per il gruppo modulare, per 
il gruppo di Picard, per il grupjìo aritmetico riproduttore di 
una fonna quadratica indefinita. 

$ 27. — 1 gruppi lineari e conformi piii generali ..... » 170 

Di un metodo generale per studiarne la propria discontinuità. 
Osservazioni su una questione non ancora risoluta. 
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Capitolo bbttimo. - Applioaxioni aritmetiohe. 

$ 28. — La teoria della rifusione delle forme pag. 173 

Osservazioni preliminari. Le fonue definite, « indefinite a coef- 
ficienti interi in un campo algebrico. 
$ 29. — La riduzione delle forme quadratiche od Hermitiane . » 179 
Le forme di Gauss, di Dirichlet, di Hermite. 

Capitolo ottavo. — I flpmppi faohsiani e kleiniani. 

$ 80. — Proprietà fondamentali » 185 

I gruppi che trasformano in se stesso un cerchio immaginario 
sono gruppi discontinui finiti. I gruppi che non contengono 
trasformazioni lossodromiche, e loro classificazi<me. Teoremi 
sulla propria discontinuità dei gruppi kleiniani. 

$ 31. — Beti di campi fondamentali » 203 

Riduzione del campo fondamentale ; reti di campi fondamen- 
tali; linee singolari. 

$ 32. — I vertici dei campi fondamentali » 206 

Classificazione dei vertici : cicli di vertici, vertici isolati, e non 
• isolati. Studio dei vertici isolati : vertici non accidentali posti 
su una linea singolare L; vertici non acci<lentali non posti 
su L; vertici accidentali. 

$ 33. — Indice di una trasformazione »216 

Indice delle trasfonnazioni di un gruppo fuchsìano privo di 
trasformazioni {mraboliche ; genemlizzaizìoni. Caso di un 
gruppo fuchsiano con tmsformazioni paraboliche. 
$ 34. — 1 gruppi di movimenti p. d. t, t. nelle metriche ellittiche 

ed euclidee^ e i gruppi pr. die. di eimilitudini euclidee . . » 225 
Gruppi dei poliedri regolari. Gruppi p. d. t. i. di movimenti, e 
di similitudini nel piano euclideo: loro genenizione, e loro 
campi fondamentali. 

$ 35. — Alcuni gruppi fuchsiani particolari )^ 239 

Gruppi corrispondenti alle reti di triangoli a lati circolari, che 
.si deducono da un dato triangolo mediante inversioni per 
raggi vettori reciproci, e loro claHsifi<*azi<me. Cenno sui gruppi 
corrispondenti a reti analoghe di poligoni con un numero 
di lati superiore a tre. 
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Parte Terza. — Applicazioni dei gruppi disoon- 
tinui alla teoria delle funzioni. 



Capitolo nono. — Le funsioni di variabile reale, e le fun- 
xioni analitiohe di ima sola variabile. 

J 36. — Le funzioni di variabile reale paff. 248 

OsRervazioni sul modo di porre il problema fondamentale nel 
caso delle funzioni di variabile reale. Le funzioni armoniche 
di due variabili trasformate in se dalle trasformazioni di un 
gruppo fuchsiano^ o kleiniano propriamente discontinuo. Loro 
costruzione; le variabili principali corrisi>ondenti ai varii 
punti del piano; Generalizzazioni varie. 

5 37. — 7 teoremi di esistenza per le funzioni analitiche nel 

caso n = l » 259 

Dimostrazione dell'esistenza delle funzioni analitiche di una sola 
variabile invarianti per un dato {gruppo fuchsiano, o klei- 
niano; dedotta dai teoremi del $ 36. Riduzione del problema 
della costruzione delle funzioni z(»ta-automorfe al problema 
di inversione di Riemann. 

Capitolo decimo. — I teoremi di esistenza dedotti con me- 
todi algoritmici. 

i 38. — I gruppi discontinui finiti » 265 

Studio diretto dei ^uppi dei poliedri rejjolari e delle ecjuazioni 
algebriche corrispondenti ; (!enuo sulle e<i nazioni di quinto 
gi-ado. 

J 39. — Le serie di Poincaré » 270 

Proprietà formali delle serie di Poincaré e loro relazione col 
problema della costruzione 4lell(* funzioni automorfe di un 
numero qualsiasi di variabili. Primi lemmi generali sulla 
loro convergenza. 

4 40. 1 gruppi di movimenti e i gruppi lineari » 277 

Studii sulla convergenza delle serie di Poincaré relative a un 
gruppo di movimenti : caso particolare dei gruppi fuchsiani e 
iperfuHisiani. La convergeuzii delle serie tì per i ginippi li- 
neari : caso particolare dei gruppi kleiniani. 
J 41. — Risoluzione del problema fondamentale (B) .... » 287 
Costruzione mediante le serie di un sistema di n funzioni 
indipendenti di n variabili, invarianti per un gruppo. 
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9 42. — Osservazioni storiche, e confronti varii paff. 292 

Relazioni delle preoedenti funzioni con le funzioni più volte pe- 
riodiche. 

J 43. — La convergenza della serie 5 » 295 

Stndii sulla convergenza delle serie § relative a gruppi fuchsiani 
e iperfuclisiani. Applicazioni degli studii precedenti alle serie 8 
per un gruppo fuchsiano. 

Capitolo undickhimo. — Applioaxioni a grappi particolari. 

$ 44. — Funzioni Q-fnchsiane e fuchsiane » 308 

Comportamento delle funzioni fuchsiane nei vertici di un campo 
fondamentale. Generalizzazione alle funzioni fuchsiane delle 
proprietà delle funzioTii razionali sulle superficie di Riemann. 
Rappresentazione delle funzioni fuchsiane mediante le serie 
di Poincaré. 
( 45. — particolari fa»sioni fnchsiane e kleiniane .... » 320 
Funzioni ellittiche. Rappresentazione confornìe di un semi- 
piano su certi poligoni a lati circolari. 

$ 46. — Funzioni fuchsiane e kleiniane lc(jaiv ila una relazione 

ahfebrica. Il teorema di diramazione » 323 

Condizioni perchè due funzioni fuchsiane o kleiniane apparte- 
nenti a gruppi distinti sieno legate da una relazione alge- 
hrica. Applicazioni al teorema di addizione e dì moltiplica- 
zione delle funzioni ellittiche, alle funzioni fuchsiane corri- 
spondenti al gruppo aritmetico riproduttore di una forma 
quadratica a coetìicienti interi razionali. Il teorema «li dira- 
mazione. AiTi>licuzione ai sottogruppi del gruppo ìuodulare. 

$ 47. — 1 teoremi di Weierstrass » 337 

Lemmi sulle funzioni analitiche «li più variabili, e i sistemi 
«li equazioni analitiche. Relazioni algebriche tra le funzioni 
automorfe di n variabili, corrispondenti a uno stesso gruppo. 
Tutte queste funzi(mi automorfe sono esprimibili razional- 
mente in funzione di n -|- 1 funzioni, conv«*uientenu^nte scelte 
tra esse. 

^ 48. — Le funzioni zeta-auto morf e, e le equazioni differenziali 

corrispondenti » 358 

Capitolo dodicesimo. - Applioaxioni alle fanxioni polidromo. 

$ 49. — Il problema fondamentale » 367 

Primo enunciata del problema ed esempi. Nuovo modo di 
enunciare il probU»ma. 
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$ 50, — T ras/o nnn sione del problema pag. 372 

Il problema è determinato. Riduzione della questione ad un pro- 
blema di rappresentazione conforme. Enunciato del teorema 
finale. 

$ 51. — Dhnoslrazfong del teorema precedente » 378 

La costante di Koebe ed il teorema di Koebe. Teoremi di 
Harnack e di Osgood sulle funzioni armoniche. Dimostra- 
zione del teorema. Generalizzazioni. 

Appendice. 

FuueUmi ìnodulari e ipermodulari » 393 

Moduli algebrici e trascendenti di una curva algebiica ; funzioni 
modulari corrÌ8])ondenti. Casi particolari delle curve di ge- 
nere 1 e di genere 2. Gnippi fuchsiani di una stessa segna- 
tura; parametri, che li individuano. I moduli delle corri- 
spondenti curve algebriche, considerati come funzioni di que- 
sti parametri. Esempio. 

Osservazioni varie. 

Osservazione I. — Sulla discontinuità di un gruppo kleiniano » 405 
Osservazione II, - Salii' funzioni zeta-mUomorfe .... » 407 
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